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VORWORT. 



Das vorliegende Buch enthalt in neuer Bearbeitung eine groBere 
Anzahl von Aufsatzen aus dem Gebiete der angewandten Mechanik, 
die wahrend einer langen Reihe von Jahren entstanden sind und in 
verschiedenen , zum Teil wenig verbreiteten Zeitschriften ver- 
offentlicht wurden. Der Inhalt jener Aufsatze, der zum grofien Teil 
bereits in die neueren Lehrbilcher der technischen Mechanik und 
der Baumechanik iibergegangen ist, wurde nicht wesentlich abgeandert 
und erweitert. Aber die Neuordnung und die Zusammenfassung 
zu zwolf gesonderten Abhandlungen gestattete es, das Zusammen- 
gehorige zu vereinigen, Wiederholungen zu vermeiden und auch die 
Darstellung zu vereinfachen. 

Die zwolf Abhandlungen stehen vielfach miteinander in Zu- 
sammenhang; sie wurden daher so geordnet, daS iiberall nur auf 
Vorhergegangenes zu verweisen war. 

Die zum Verstandnis. erforderlichen Vorkenntnisse sind sehr 
gering. Sie umfassen aufier den Hauptsatzen der Elementarmechanik 
nur die niedere Mathematik und die Anfangsgriinde der Diflferential- 
und Integralrechnung. Die jungen Ingenieure des Bau- und Maschinen- 
faches werden also das Buch schon wahrend ihres Studiums benutzen 
konnen. 

AUe Abbildungen sind in den Text eingefiigt worden, weil 
dadurch die Bequemlichkeit des Lesens wesentlich erhoht wird. 
Diese Riicksicht war auch maligebend bei Auswahl der zur Erlauterung 
dienenden Beispiele. Die in den Originalaufsatzen vorkommenden 
Beispiele, welche zu ihrer Darstellung Zeichnungen von grofieren 
Abmessungen erfordern, wurden daher durch andere ersetzt. Es 
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ist iibrigens in Aussicht genommen, eine Sammlung von grofieren, 
aus der Praxis zu entnehmenden Aufgaben und Beispielen fur eine 
besondere Veroffentlichung zu bearbeiten. 

Jeder Abhandlung wurden kurze literarische Notizen angefugt, 
die auf Vollstandigkeit keinen Anspruch erheben konnen; es wurde 
jedoch iiberall angegeben, wo voUstandigere Literatumachweise zu 
finden sind. 



Dresden, im Oktober 1905. 
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Abhandlnng I. Das Gleichgewicht and die nnendlich kleinen Be- 

wegnngen eines starren Ktfrpers I — 39 

I. Das Prinzip der virtueUen Geschwindigkeitea. 2. Achse und 
Strecke. 3. DarstelluDg der Drebgeschwindigkeit eines starren Kdrpers. 

4. Die Schubgeschwindigkeit einer Achse. 5. Die Geschwindigkeitskugel 
und die Nullachsen eines Kdrperpunktes. 6. Das Moment zweier Achsen. 
7. Arbeitsgeschwindigkeit und statisches Moment einer Kraft. 8. Die 
Schubgeschwindigkeiten in den zosammengesetzten Bewegungen und die 
statischen Momente einer Kr&ftegruppe, 9. Die Momentenstrecken einer 
Gruppe von KrSlten, die auf einen starren Kdrper wirken. 10. Gleich- 
wertige Streckengmppen, 11. Die Koordinaten einer Streckengruppe. 
12. Die Arbeitsgeschwindigkeit einer Krilftegruppe. 13. Die rechtwinkligen 
Projektionen gletchwertiger Streckengruppen auf eine Ebene und auf eine 
Achse. 14. Die Koordinaten einer Strecke und einer Achse. 15. Krilfte- 
paare und Drehungspaare. 16. Nullwertige Streckengruppen oder Gleich- 
gewichtsgruppen. 17. Die mtfglichen Lagen der Strccken einer nuUwertigen 
Gmppe. 18. Nullwertige Gruppen von gwei Strecken. 19. Nullwertige 
Gruppen von drei Strecken. 20. Nullwertige Gruppen von vter Strecken. 
21. Nullwertige Gruppen von fiknf Strecken. 22. Nullwertige Gruppen 
von sedks Strecken. 23. Nullwertige Gruppen von Heben Strecken. 
24. Die Zusammensetzung einer gegebenen Gruppe von Strecken zu einer 
mtfglichst einfiachen gleichwertigen Gruppe. 25. Erstes Beispiel. 26. Die 
wichtigsten Eigenschaften der konjugierten Achsen und Strecken einer Gruppe. 
27. Zweites Beispiel. 28. Drittes Beispisl. 29. Viertes Beispiel. 
30. Eigenschaften der gleichzeitigen Geschwindigkeiten der Punkte eines 
starren Kdrpers. 31. Einige Eigenschaften der Schraubenbewegung. 32. Die 
Bedingungen des Gleichgewichtes eines starren Ktfrpers bei beschrHnkter 
BewegungsfreihJt. 33. Literarische Notizen. 

Abhandlnng II. Die Grnndziige der graphischen Statik 40— 76 

1. Einleitende Bemerkungen. 

A. Ebene Krftftegruppen 41— 67 

2. Zusammensetzung einer gegebenen KrSftegruppe zu ihrer Re- 
sultanten. 3. Das Seilpolygon. 4. Ebene Gleichgewichtsgruppen. 

5. Aufgabe: Das Seilpolygon einer gegebenen Kriftegruppe durch zwei 
gegebene Punkte zu legen. 6. Aufgabe: Das Seilpolygon einer gegebenen 
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Kr&ftegruppe durch drei gegebene Punkte zu legeD. 7. Die Bestimmung 
der statischen Momente paralleler Krilfte vermittels des Seilpolygons. 
8. BestimmuDg der Biegungsmomente vermittels des Seilpolygons. 9. An- 
wenduDg des Seilpolygons auf die Bestimmung der Wirkungen eines beweg- 
lichen Lastenzuges. 10. Die Seilkurven. 11. Die Differentialgleichung 
der Seilkarve lotrecbter Kriifte. 12. Anwendung der Seilkurve zur Be- 
stimmung des TrMgheitsmomentes einer ebenen FlSche in bezug auf eine Achse. 

B. Krilftegruppen im Raume 67 — 74 

13. Die graphische Zusammensetzung einer gegebenen KrUftegnippe 
zu einer mdglichst einfachen gleichwertigen Gruppe. 14. Eine gegebene 
Krtlftegruppe (P) zu ersetzen durch eine Kraft K in Verbindung mit einero 
Krftftepaar Uj dessen Ebene senkrecht taK gestellt ist. 15. Eine gegebene 
Kriiftegruppe (JP) zu ersetzen durch eine Kraft Q, die durch einen gegebenen 
PnnktjY geht, in Verbindung mit einem KriCftepaar Uv i^* ^^ne gegebene 
KrUftegruppe (P) zu ersetzen durch ein in einer gegebenen Ebene liegendes 
Kr&ftepaar U\. in Verbindung mit einer Kraft Q- I7- ^^n Nullpnnkt einer 
gegebenen Ebene in bezug auf eine gegebene Kriiftegruppe zu bestimmen. 
18. Die NuUebene eines gegebenen Punktes in bezug auf eine gegebene 
KrSftegruppe zu bestimmen. 19 und 20. Eine gegebene KrSftegruppe durch 
zwei Kr^fte zu ersetzen. 21. Literarische Notizen. 

Abhandlnng III. Die Geometrie der Massen 77—10;^ 

A. Die Momente ersten Grades einer Gruppe von materiellen 
Punkten 77— 82 

I. Der Schwerpunkt einer Punktgmppe. 2. Der Schwerpunkt 
der Projektion einer Punktgmppe. 3. Graphische Bestimmung des Schwer- 
punktes einer Punktgtuppe. 4. Zerlegung einer Punktgmppe in Teilgruppen. 
5. Gleichwertige Pimktgruppen. 

B. Die Momente zweiten Grades einer ebenen Punktgruppe 

Oder einer ebenen FlUche 82 — 92 

6. TrSgheitsmomente einer ebenen Punktgruppe in bezug auf alle 
Achsen der Ebene, die einer gegebenen Achse parallel gerichtet sind. 

7. Die Triigheitsmomente und Zentrifugalmomente einer ebenen FlSche in 
bezug auf alle Achsen der Ebene ^ die durch den Schwerpunkt geheii. 

8. Die AusfUhrung der graphischen Darstellung. 9. Andere Darstellungen. 

C. Die Momente zweiten Grades von r&umlichen Punkt- 
gruppen oder K5rpern . 5)3 — 102 

10. Beziehungen zwischen den Zentrifiigalmomenten eines KOrpers 
in bezug auf alle Paare von Ebenen, die durch einen Punkt gehen. 
II. Die Momentenkugeln. 12. Die Hauptebenen und die Hauptachsen 
eines Punktes A. 13. Die Griifien der TrUgheitsmomente fUr die Haupt- 
ebenen des Punktes A. 14. Die Richtungen der Hauptachsen des Punktes A 
15. Die Beziehungen zwischen den Haupttr^heitsmomenten und den ttbrigen 
Momenten zweiten Graded. 16. Graphische Darstellung der Beziehungen. 
17. Die Beziehungen zwischen den Hauptdchsen des Schwerpunktes und 
den Hauptachsen eines anderen gegebenen Punktes. 18. Literarische 

Notizen. 
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schleunigungsplan eines Stabpolygons mit Gelenkverbindungen. 9. Der 
Beschleunigungsplan eines Stabpolygons mit Scfaieberrerbindnngen. 10. Ge- 
schwindigkeitsplftne and BeschleunignngsplHne ebener Getriebe. 11. Bei- 
spiele und Au^aben. I3. Die Krttmmung der Bahn eines Pnnktes ond 
ihrer Evolute. 13. Die Beschleunigungen jnoeiter Ordnung der ebenen 
Bewegung einer starren Punktgruppe. 14. Der Plan der Beschleunigungen 
tweiter Ordnung eines ebenen Getriebes. 15. Die Krttmmung der Babn 
und der Bahnevolute eines mit einem Getriebegliede starr verbundenen 
Punktes. 16. Die geometrische Bewegung einer Ebene. 17. Die Krttmmung 
der Bahnen des Gescbwindigkeitspols. 18. Beispiele zam Abschnitt 17. 

Zweiter Teil. Die Kinetik ebener Getriebe 168—181 
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Das Gleichgewicht und die unendlich kleinen Bewegungen eines 

starren Kfirpers. 

I. DasPrinzip der virtuellen Geschwindigkeiten. Wenn 
ein starrer Korper unter der Einwirkung einer Kraftegruppe vom 
Ruhezustande aus sich in Bewegung setzt, so wird in jedem, also 
auch im ersten unendlich kleinen Zeitabschnitt der Bewegung dem 
Korper eine kinetische Energie erteilt, die gleich ist der algebrai- 
schen Summe der von den Kraften geleisteten Arbeiten. Eine Be- 
wegung, bei der diese Arbeit gleich null ist, kann nicht entstehen, 
weil jeder Punkt des Korpers ruhen mufl, wenn seine kinetische 
Energie gleich null ist. Hieraus folgt der Satz, welcher der Statik 
zugrunde liegt und das Prinzip der virtuellen Oeschwindiglceiten 
genannt worden ist: Ein rtihender Korper verbleibt in Ruhe, wenn 
bei Jeder moglichen unendlich Meinen Bewegung die Arbeitsumme der 
auf ihn wirJcenden Krdfte gleich null ist 

Zwischen den Strecken, die einerseits die moglichen Gleich- 
gewichtsgruppen, anderseits die moglichen Bewegungen eines starren 
Korpers darstellen, ergeben sich aus jenem Satze bemerkenswerte 
geometrische Beziehungen, die in alien Teilen der technischen 
Mechanik Anwendung finden und deshalb auf moglichst einfachem 
Wege hier abgeleitet werden sollen. 

2. Achse und Strecke. Eine mit einem bestimmten Sinne 
behaftete Gerade heifit eine Achse. Mit jeder Geraden fallen also 
zwei Achsen zusammen, die dem Sinne nach einander entgegen- 
gesetzt sind. Der Sinn einer Achse wird in der Zeichnung durch 
einen Pfeil und bei der Bezeichnung mit zwei Buchstaben durch 
deren Aufeinanderfolge angegeben. Mit AB wird demnach die 
Achse bezeichnet, deren Sinn von A nach B zeigt. 

Ein von zwei Punkten begrenzter und mit einem bestimmten 
Sinne behafteter Teil einer Geraden wird tine Strecke genannt. Der 

Mohr: Abtiandl. n. d. (lebiete d. techiiischeu Mechnuik. 1 
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Sinn der Strecke wird in derselben Weise bezeichnet wie der einer 
Achse. Wenn auf einer Achse eine Strecke dargestellt wird, so 
legt man der letzteren das positive oder das negative Vorzeichen 
bei, je nachdem ihr Sinn mit dem der Achse iibereinstimmt oder 
ihm entgegengesetzt ist. Eine Strecke BA tragt sonach auf der 
Achse AB das negative Vorzeichen; sie hat in bezug auf diese 
Achse einen negativen Wert. Wir bezeichnen jede Achse mit einem 
kleinen Buchstaben und eine Strecke auf dieser Achse mit dem- 
selben grqfien Buchstaben. Die Strecke P liegt also auf der Achse p 
und hat einen positiven Wert, wenn sie den Sinn von p hat. Durch 
Strecken konnen verschiedenartige Groflen dargestellt werden: Wege, 
Krafte, Geschwindigkeiten, Drehungen, Bewegungsgrofien, Impulse usf 
Fiir jede solche Darstellung ist der zugehorige Mafistab anzugeben. 
Um die im folgenden auftretenden Beziehungen bequem aus- 
driicken und geometrisch darstellen zu konnen, legen wir jeder 
Achse den Wert der unbenannten Zahl eins bei. Erforderlichenfalls 
kann dieser Wert durch eine Strecke von der Grofle der Langen- 
einheit und dem Sinne der Achse dargestellt werden. 

3. Darstellung der Drehgeschwindigkeit eines starren 
Korpers. Die Drehung eines Korpers um eine Gerade AB er- 
scheint einem Auge, welches in dieser Geraden sich befindet, ver- 
schieden, je nachdem es von A nach B oder von B nach A sieht. 
Die Drehung der Rader eines Wagens, der auf einem Wege von 
Slid nach Nord sich bewegt, erscheint einem Beobachter als eine 
Eechts- oder als eine Linksdrehung, je nachdem er rechts oder links 
vom Wege steht, je nachdem also der Sehstrahl den Sinn Ost-West 
oder den Sinn West-Ost hat. Die bezeichnete Drehbewegung ist 
demnach eine Rechtsdrehung in bezug auf die Achse W und zu- 
gleich eine Linksdrehung in bezug auf die Achse WO. Die Zeiger 
einer Uhr drehen sich rechts in bezug auf die Achse, die mit dem 
von vorn auf das Zifferblatt gerichteten Sehstrahl zusammenfallt. 
Wir legen der Bechtsdrehung das positive, der Liiilcsdrchung das 
negative Vorzeichen bei. 

Der Bewegungszustand eines starren Korpers, der um eine 
feste Gerade AB sich dreht, kann fiir einen bestimmten Zeitpunkt 
durch eine Strecke CD auf der Drehachse AB unzweideutig dar- 
gestellt werden, wenn festgesetzt wird, dafl die Drehung eine Eechts- 
drehung in bezug auf den Sinn der Strecke CD sein soil, und dafi 
die Lange CD in einem bestimmten MaBstabe, z. B. 

1 cm = 5sek — ^ 
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die Grofie der Drehgeschtcmdigldt oder Winkelgeschwindigkeit im 
Zeitpunkte der Betrachtung angibt. In bezug auf die Achse AB 
ist sonach die Drehung negativ, wenn CD den Sinn BA hat. Die 
Lage der Strecke CD auf der Achse AB kommt bei dieser Dar- 
stellung nicht in Betracht: Die Strecke kann auf der Achse beliebig 
verschoben werden, ohne dafl dadurch der dargestellte Bewegungs- 
zustand verandert wird. 

4. Die Schubgeschwindigkeit einer Achse. Bei einer 
unendlich kleinen Bewegung eines starren Korpers durchlaufen die 

Punkte.1, B,C , .. (Abb. i), 

^ ^ die auf einer mit dem Korper 

Starr verbundenen Achse lie- 
gen, unendlich kleine Strecken 
erster Ordnung AAi, BBi, 
CCi . . ., deren Projektionen 
AA2, BB2, CC2 . . . auf die Achse AB nur um unendlich kleine 
GroBen swelter Ordnung voneinander abweichen und daher nach 
Sinn und GrdBe einander gleich sind. Denn der Winkel y, den die 
Richtungen der beiden Achsen AB^ A^Bi bilden, ist unendlich klein, 
und sein Kosinus 

cos y = 1 ~- + . . . 

weicht daher nur um eine unendlich kleine GroBe zweiier Ordnung 
von eins ab. Die Strecken 

AA, = BB.i=zCC2=,,., 

bezeichnen die Verschiebung ^ die der Achse AB in ihrer eigenen 
Richtung erteilt wird. Man bestimmt also die Schubgeschunndigkeit 
einer Achse ABy indem man die Lange jener unendlich kleinen 
Wegstrecken durch die unendlich kleine Zeitdauer der Bewegung 
dividiert, oder indcni nian die OeschunndigJceit irgend eines PunJctes 
der Achse auf die Achse prqjiziert Die Schubgeschwindigkeit ist 
negativ, wenn ihr Sinn dem der Achse entgegengesetzt ist. Die 
MaUeinheit der Schubgeschwindigkeiten stimmt mit der Einheit der 
Geschwindigkeiten uberein und ist also i cmsek~^ 

5. Die Geschwindigkeitskugel und die NuUachsen eines 
Korperpunktes. Um die gleicheeitigen Schubgeschwindigkeiten 
aller Achsen, welche durch einen Korperpunkt A gehen, zu er- 
mitteln, mufi die Geschwindigkeit AAq des Punktes auf jede dieser 
Achsen projiziert werden. Die Kugel vom Durchmesser AA^^ schneidet 
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also auf Jeder durch den PunJU A gchenden AcJise dne Strecke AD 

(Abb. 2) a&, deren Grqfle und Sinn die SchubgeschwindigJceU dieser 

Achse darsteUt Diese (?e- 

schwindigheiiskugel des Korper- /^ 

punktes A ist bestimmt, wenn 

die Schubgeschtoindigkeiten von 

drei Achsen^ die durch A gehen 

und nicht in ciner Ebene liegen^ 

lelcannt sind. Denn durch 

den Punkt A und die drei 

Endpunkte der darstellenden 

Strecken laflt sich nur eine 

Kugel legen, deren Durchmesser AA^ die GeschmndigkeU des Punkies 

A hestimmt. Die Achsen des Punktes A^ deren Schubgeschwindig- 

keiten in dem Zeitpunkte der Betrachtung gleich null sind, bilden 

den Strahlenbiischel A der Ebene AE, welche die Geschwindigkeits- 

kugel im Punkte A beriihrt. Diese Achsen werden die Nvllachsen 

des Punktes A genannt und ihre Ebene AE heiflt die Nullebefie 

dieses Punktes. Zwei NuUachsen des Punktes A bestimmen seine 

Nullebene. Liegen drei NuUachsen eines Punktes nicht in einer 

Ebene, so ruht dieser Punkt zur Zeit der Betrachtung. Schneiden 

sich drei NuUachsen einer Ebene nicht in eineniy sondern in dr'ei 

Punkten A^ B, (7, so ist jeder Punkt D der Ebene ein NuUpunkt 

und jede ihrer Achsen eine NuUachse. Dieser Sonderfall tritt ein, 

wenn der Korper um eine ruhende Achse sich dreht, die in der 

Ebene A BC liegt. 

6. Das Moment zweier Achsen. AB und CD (Abb. 3 
und 4) seien zwei starr miteinander verbundene Achsen, deren 
kiirzester Abstand die Lange a hat. Um die Lage der beiden Achsen 
gegeneinander festzustellen, kann man den in der Zeichnung darge- 
stellten Kreiszylinder vom Halbmesser a benutzen. In der ersten Lage 
(Abb. 3) fallt AB mit der Zylinderachse zusammen und zeigt nach 
oben^ wahrend die Achse CD den Zylinder vom im Punkte F 
beriihrt. Die sweite Lage (Abb. 4) ergibt sich aus der ersten 
durch Vertauschung der beiden Achsen. Um die beiden Achsen 
aus der ersten Lage in die zweite iiberzufuhren, erteilt man ihnen 
eine Parallel verschiebung, bei der F nach E und E nach G ge- 
langt, darauf eine Linksdrehung um die Achse F G von der Grofie 
des Winkels DFB und schliefllich eine Drehung von 180^ um 
die Zylinderachse. Man kann in beiden Lagen die vordere Achse 
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als den Minutenzeiger und die hintere Achse als den Stundenzeiger 
einer Uhr ansehen. Durch den Abstand a der beiden Zeiger von* 
einander und durch den Wtnkel a, der im Sinne der Uhrzeiger- 
drehung vom Stundenzeiger nach dem Minutenzeiger durchlaufen 
wird, ist die relative Lage der beiden Achsen gegeneinander voU- 




Abb. 3. 




kommen bestimmt. Wir nennen die Grofie a sin a das Moment 
der beiden Achsen und bezeichnen es mit [AB, CD] oder [CD, AB], 
Das Vorzeichen des Momentes wird durch den Sinus des Winkels a 
bestimmt. Es ist zu beachten, daU bei dieser Bezeichnung die Auf- 
einanderfolge der beiden Achsen gleichgiiltig ist. Das Moment ist 
gleich null, wenn die beiden Achsen in einer Ebene liegen. 

7. Arbeitsgeschwindigkeit und statisches Moment 
einer Kraft. Wir bezeichnen eine der beiden Achsen AB^ CD 
(Abb. 3 und 4) mit p, die andere mit q, lassen die Achse q auch 
dem Sinne nach mit der Zylinderachse zusammenfallen und erteilen 
dem Korper eine Drehgeschwindigkeit, welche durch die positive 
Strecke Q auf der Achse q dargestellt wird. Der Punkt F der 
Achse p durchlauft dann in der unendlich kleinen Zeit dt die un- 
endlich kleine Wegstrecke 

FFi = Qadt 

mit der Geschwindigkeit Qa. Die Projektion dieser Geschwindig- 
keit auf die Achse p hat die Grofie 

Qa sin a=Q [p, q]. 
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Aendert sich das Vorzeichen der Strecke Q, so andert sich 
zugleich der Sinn oder das Vorzeichen der Schubgeschwindigkeit 
der Achse ^;, die daher das MomcfH der Streclce Q in hezug auf die 
Achse p genannt und mit [/;, Q] oder [Q, p] bezeichnet wird. Bei 
der Bestimmung dieser GroBe 

[P* Q] = Q [ih Q] = Qct sin a (1) 

sind die Vorzeichen von Q und von sin a zu beriicksichtigen. 

Wirkt auf den bewegten Korper eine Kraft, die nach Lage, 
Grofie und Sinn durch die Strecke P auf der Achse /; dargestellt 
wird , so nennt man das Produkt P Qa sin a aus der Kraft P und 
der Schubgeschwindigkeit der Achse p die ArbeUsgeschioindigkeit 
der Kraft P; sie lildtt das Moment der leideii Strecken P, Q und 
wird mit 

[P, Q] = PQ[p.g] = P Qa sin a (2) 

bezeichnet. Die MaBeinheit dieser Groi3e ist i kg . cm . sek~^ und 

ihr Vorzeichen wird durch die Vorzeichen der drei Groi3en P, Q 

und sin a bestimmt. Die Arbeitsgeschwindigkeit der Kraft P ist 

positiVy wenn die Kraft den Sinn der Schubgeschwindigkeit der 

Achse ^ hat. 

Das viriuelle Moment oder das stalische Moment der Kraft P 

in bezug auf die Achse q wird mit [(/, P] oder [P, q] bezeichnet. 

Es entsteht aus der Arbeitsgeschwindigkeit [P, Q], wenn man die 

Drehgeschwindigkeit Q durch die unbenannte Zahl + i, d. h. durch 

den Wert der Achse q ersetzt. Dieses Moment hat demnach die 

GroBe 

[q, P]=zP[p,g] = Pa sin a (3) 

und ihre Mafieinheit ist I kg. cm. 

Die Verwandtschaft der Beziehungen zwischen den Kraften, 
die auf einen starren Korper wirken, einerseits und den unendlich 
kleinen Bewe^ungen eines solchen Korpers anderseits beruht darauf, 
daB in dem Begriffe der Arbeitsgeschwindigkeit PQ [p, q] die beiden 
Grundbegriffe Kraft und Drehgeschwindigkeit in gleicher Form ent- 
halten sind. Die beiden Begriffe der Schubgeschwindigkeit Q [p, q] 
und des statischen Kraftmomentes P Q;, q] , welche aus dem Be- 
griffe der Arbeitsgeschwindigkeit abgeleitet werden konnen, indem 
entweder der Kraft P oder der Drehgeschwindigkeit Q der Wert 
-|- I beigelegt wird, sind in jenen Beziehungen einander zugeordnet. 
Finer jeden EigenscJiaft^ die in den geometrischen Oeseteen der Be- 
iocgung eines starren Korpers den SchubgcschwindigJceiien zuJcommtf 
steht in der Statik eine gleichlautcnde Eigenschaft der statischen Kraft- 
momente gegenilber. 




8. Die Schubgeschwindigkeiten in den zusammen- 
gesetzten Bewegungen und die statischen Momente einer 
Kraftegruppe. Einem starren Korper mogen nacheinander mehrere 
unendlich kleine Drehungen um feste Achsen Ji, g'2, J3 . . . erteilt 
werden. Hierbei beschreibt der Korperpunkt A ein unendlich kleines 
Polygon ABODE im Raume (Abb. 5). Bei der ersten Drehung 

gelangt der Punkt von A nach J5, bei der 
zweiten von B nach C usf. Die resultierende 
Wegstrecke AE bildet die geometrische 
Stimme der Strecken, die der Punkt A bei 
der ersten Drehung, der Punkt B bei der 
Abb. 5. zweiten usf. beschreibt. Da die Abstande 

der Punkte At B, C , . , unendlich kleine 
GroBen ersier Ordnung sind, so weichen die Richtungen und die 
GroiJen der von alien diesen Punkten bei einer unendlich kleinen 
Drehung beschriebenen Wegstrecken nur um unendlich kleine GroBen 
ziceiter Ordnung voneinander ab, d. h. diese Strecken sind gleich 
gerichtet und gleich groB. Das Polygon ABODE entsteht also 
auch, indem man die Wegstrecken geometrisch summiert, die der 
Punkt A von seiner ursprilnglichen Lage aus bei jeder einzelnen 
Drehung durchaufen wlirde. Die Ortsanderung ist demnach unab- 
hdngig von der Eeihenfolge der unendlich kleinen Drehungen und 
bleibt auch dieselbe, wenn die Drehungen nicht nacheinander, 
sondern glekhzeitig ausgefuhrt werden. Die hierbei enisiehende resut- 
tierende Oeschtoindigkeit eines Korperpunktes A bildet die geometrische 
Summe der GeschtoindigJceiten^ die der PunJct bei jeder einzelnen 
Drehung annehmen tviirde, Hieraus folgt, daj3 die bei den Einzel- 
drehungen entstehenden SchtibgeschtcindigkeUen einer Achse p bei gleich- 
zeitiger Ausfiihrung der Drehungen sich dlgebraisch summieren, d. h. 
es ist * 

[p, (<?)] = [p. Q,] + [p, QA + [p. «»]+••• . (4) 

wenn (Q) die Gruppe der Drehgeschwindigkeitsstrecken Qi, Q2, <?3 . . . 
bezeichnet, durch welche die zusammengesetzte Bewegung des 
Korpers gebildet wird. 

In gleicher Weise bildet sich das statische Moment der aus 
den Kraften Pj, Pg, P3 . . . bestehenden Kraftegruppe (P) in bezug 
auf eine Achse q durch algebraische Summierung der Einzelmomente: 

9. Die Momentenstrecken einer Gruppe von Kraften, 
die auf einen starren Korper wirken. Das statische Moment 
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[?» (P)] der Kraftegruppe (P) in bezug auf die Achse q wird dar- 
gestellt durch eine Strecke Q auf der Achse q. Die Lange von Q 
bestimmt in dem gewahlten MomentenmaBstabe die GroBe des Mo- 
nientes, und der Sinn von Q bezeichnet den Sehstrahl, fur den das 
Moment recAtedrehend erscheint. Indem man die im Abschnitt 5 
beschriebenen Eigenschaften der Schubgeschwindigkeiten auf die 
Kraftmomente iibertragt, ergeben sich die folgenden Beziehungen : 

Tragt man von einem Punkte A aus auf jeder durch A gehenden 
Achse q die Strecke 

Q = [q,(P)]=AD 

(Abb. 2) auf, die nach Grofie und Sinn das statische Moment der Krafte- 
gruppe darstellt, so liegen die Endpunkte D aller dieser Momenten- 
strecken auf einer Kugel, der Momentenhugel des Punktes A. Dem 
von dem Kugeldurchmesser AA^ dargestellten Hauptmoment des 
PunlUes A entspricht bei der unendlich kleinen Bewegung des 
Korpers, die von der Streckengruppe (P) dargestellt werden kann, 
die Oeschwindigkeit des Punktes A. 

Die Achsen AE des Punktes A, deren Kraftmomente gleich 
null sind, bilden den Strahlenbiischel der Ebene, welche die Mo- 
mentenkugel im Punkte A bertihrt. 

Zwei Nullachsen des Punktes A bestimmen seine NuUebene. 

Liegen drei Nullachsen des Punktes A nicht in einer Ebene, 
so sind alle durch A gehende Achsen Nullachsen und A ist der 
Nullpunkt einer jeden durch ihn gelegten Ebene. 

Schneiden sich drei Nullachsen einer Ebene nicht in eineniy 
sondern in drei Punkten, so ist jede Achse der Ebene eine Null- 
achse der Kraftegruppe (P). Bei diesen Beziehungen kommt die 
Lage der Krafte auf ihren Achsen, also die Lage der Angriffspunkte 
nicht in Betracht. Die Angriffspunkte konnen auf den Kraftachsen 
beliebig verschoben werden, ohne dafl dadurch die statischen Mo- 
raente geandert werden. 

10. Gleichwertige Streckengruppen. Man nennt zwei 
Streckengruppen (^). (S)^ welche gleichzeitige Drehgeschwindigkeiten 
eines starren Korpers darstellen, gleichwertig, wenn sie denselben 
Bewegungszustand des Korpers bestimmen, wenn also die beiden 
Bewegungen einer jeden mit dem Korper starr verbundenen Achse n 
dieselbe Schubgeschwindigkeit 

erteilen. Dann sind auch die Geschwindigkeiten eines jeden Korper- 
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punktes in beiden Bewegungen nach Groi3e, Richtung und Sinn 
einander gleich. Diese Eigenschafl soil durch das Zeichen 

(Q) = (S) (7) 

dargestellt werden. 

Ebenso nennt man zwei Krqftegruppen (P), (K), die auf einen 
starren Korper einwirken, gleichwertig 

(P) ^ {E), (8) 

wenn fiir jede Achse u die beiden statischen Momente der Gruppen 
gleich grofi sind: 

[«, (P)] = [M. (iJ)]. 

II. Die Koordinaten einer Streckengruppe. Drei 
Korperpunkte A, B, (7, die nicht in einer Geraden liegen, bestimmen 
die Lage eines starren Korpers. Daher bestimmen in jedem Zeit- 
punkte die Geschwindigkeiten von A^ B, C die gleichzeitigen Ge- 
schwindigkeiten aller anderen Korperpunkte. Der Bewegungszustand 
eines starren Korpers, d. h. die Gesamtheit der gleichzeitigen Ge- 
schwindigkeiten aller Korperpunkte, ist folglich gegeben, tvenn die 
JSchuhgeschwindigkeUen der sechs Kanten irgend eines mil dem Korper 
Starr verbundenen Teiraeders A B C D hekannt sind, Sie sind hin- 
reiehendf aber auch erforderlich, um die Geschwindigkeitskugeln der 
drei Korperpunkte A, B, C zu bilden. Die Schubgeschwindigkeiten 
der drei Achsen DJ., D B, D C bestimmen ferner die Geschwin- 
digkeitskugel des vierten Korperpunktes D, und da von den vier 
Achsen EA^ EB, EC, ED, die irgend einen fiinften Korperpunkt E 
mit den vier Tetraedcrecken verbinden, in jedem Falle mindestens 
drei nicht in einer Ebene liegen, so kann auch die Geschwindigkeits- 
kugel E gebildet werden aus den Schubgeschwindigkeiten jener vier 
Achsen, welche durch die vier Geschwindigkeitskugeln Ay B, (7, D 
gegeben sind. Demnach sind zwei Gruppen (0, (^) von Dreh- 
geschwindigkeiten gleichwertig, wenn sie einer jeden der seclis Kanten 
des Teiraeders gleiche Schubgeschwindigkeiten erteilen. 

Ebenso sind zwei Kraftegruppen (P), (jR), die auf einen starren 
Korper einwirken, gleidiwertig, wenn in bezug auf jede der sechs Te- 
iraederkanten die beiden statischen Momente der Kraftegruppen gleich 
^rofi sind. Die Form und die Lage des mit dem Korper starr ver- 
bundenen Tetraeders konnen willkiirlich gewahlt werden. Fiir analy- 
tische Untersuchungen eignet sich am besten ein unendlich groBes 
Tetraeder^ welches von drei rechtwinkligen Koordinatenebenen und 
der unendlich fernen Ebene begrenzt wird. Fiir die geometrische 
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Darstellung ist dagegen ein Tetraeder von endlkhcn Abmessungen 
vorzuziehen. Wir benutzen in der Regel ein Tetraeder von der in 
den Abb. 6 und 7 dargesteliten Form. Die mit den Tetraeder- 
kanten A B^ ACy AD, CD, D B, BC auch dem Sinne nach zu- 
sammenfallenden Achsen 
sind in vorstehender 
Reihenfolge niit x, y, z, 
x', y\ z^ bezeichnet. Die 
drei Tetraederkanten AB, 
AGj AD stehen recht- 
winklig aufeinander und 
haben gleiche Langen, 
namlich ]/2 Langenein- 
heiten, also 1,414 cm. 
Demnach sind die Kanten CD, D B, BC 2 cm lang, und der 
kiirzeste Abstand der zueinander rechtwinklig gerichteten Achsen 
X und x\ y und y\ z und z' betragt i cm. Der Sinn der Achsen 
wurde so gewahlt, daU die drei Momente [x, x'\ [?/, y'\ \z, z'] den 
Wert -|- I cm annehmen. Es ist zu beachten, dafi die Momente 
aller iibrigen Achsenpaare, z. B. : [r, y], [x, z], [.r, y'] . . . gleich null 
sind, weil die beiden Achsen in einer Ebene liegen. Daher hat 
eine Gruppe (K), welche aus den sechs Strecken X, Z, Z, X', 
Y', Z* besteht, in bezug auf die Achsen x, y, z, x\ y\ z* die 
Momente: 





[y, {K)-\ = [y, F] = r' • 1 cm I 
[x' {K)] = [x', Z] = X • 1 cm (9) 
[z\ (Z)] = [z\ Z] = Zlcm\ 



[x, (K)] = [x, X'] = X'l cm, 
[z, (Z)] =[z,Z']=Z--l cm, 

Die Gruppe (K) ist gleichwertig der gegebenen Strecken 
gruppe (Q): 

* 
wenn die sechs Bedingungen: 

\_x, {K)-\ = [X, (Q)], [y, {K)\ = [y, (Q)], \z, (Z)] = \_z, (m \ 
\x\ (X)] = \_x\ ((?)], [y, (Z)] = \xi\ (Q)], \_z\ (Z)] = \_z\ (Q)] / 

erfiillt sind. Die Strecken der Gruppe (K) erhalten demnach die 
Werte: 

1 cm 



(10) 



A'' = 



1 cm 



Y' = 



1 cm 



i cm 



r=-^ 



\n\ ((?)] 



1 cm 



1 cm 



(11) 
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Die sechs Strecken X, F, Z, X\ Y\ Z* auf den Tetraeder- 
kanten Xy y, z, x\ y\ z' heiflen die ietraedrischen Koordinaten der 
Streckengruppe (Q). Sie sind selbstverstandlich gleichartig den 
Strecken der Gruppe (Q), sie bezeichnen also gleichzeitige Drch- 
geschwindigkeiten urn die Tetraederkanten , wenn die Strecken- 
gruppe {Q) eine unendlich kleine Bewegung des starren Korpers 
darstellt, und sie bezeichnen Krafte, wenn [Q) eine Gruppe von 
Kraften bildet, die auf den starren Korper einwirken. 

Zwd gUichartige StrecJcengruppeii (P) und (E) sind nach dent 
Vorsiehenden gleichwertig , wenn sie in bczvg auf ein und dasselbe 
Tetraeder gleicJie Koordinaten haben^ oder, was dasselbe ist, wenn sie 
einer und derselben Koordinatengruppe (ff) gleichwertig sind. 

12. Die Arbeitsgeschwindigkeit einer Kraftegruppe. 
Auf einen starren Korper, dem in einem gegebenen Zeitpunkte die 
Bewegung (Q), d. h. eine Gruppe gegebener Drehgeschwindigkeiten 
erteilt wird, moge eine gegebene Kraftegruppe (P) einwirken. Unter 
Arbeitsgeschwindigkeit der Gruppe (P) versteht man die algebraische 
Summe der Arbeitsgeschwindigkeiten der Einzelkrafte. Sie bildet 
das Moment der beiden Streckengruppen (P), (Q) und wird daher 
mit [(P), (Q)] bezeichnet. Wir bezeichnen ferner mit X, F, Z, X*, 
Y\ Z' die Koordinaten der Bewegung (ff) und mit X|, F|, Zi, 
Xij Yi\ Zi* die Koordinaten der Kraftegruppe (P). Eine Einzel- 
kraft P hat bei der Bewegung (Q) die Schubgeschwindigkeit 

[p. (<?)] = [p. X] + [p, Y] + [p,Z] + [p, X-] + [p, Y'] + [p, Z-] 

und also eine Arbeitsgeschwindigkeit von der Grofle P [p, (Q)]. 
Beachtet man, daB 

F[p,X] = PX[p,.v] = Xix,P\ 

P[p,Y] = PY[p,ij]=Y[y,F] 
usf. ist, so folgt: 

P [p, (Q)] = X [X, P] + r [y. P] + z [z, p] -f A" [z; P] + 

F' [y, P] + z- [z; P] 

Bildet man nach dieser Formel die Arbeitsgeschwindigkeiten 
der Einzelkrafte P^ , Po , P3 . . . , aus welchen die Gruppe (P) be- 
steht, und beriicksichtigt, dafl die statischen Momente der Krafte- 
gruppe (P) durch die Gleichungen 

[Xy (P)] = [Xy P,] + [x, P,] + . . . = 1 cm-Xi' 

[y, WJ = Q/, P,] + [y, P.] + . . . = 1 cm. IV 

usf. bestimmt werden, so ergibt sich fiir die Arbeitsgeschwindigkeit 
der Kraftegruppe (P) der Wert: 



12 

KP). («)] = 1 cm (iXX\ + r Y\ + ZZ', + X'X,+ 

T Zi + Z'Z,), ^ ^^ 

Diese Gleichung zeigt, dajS glekhwertige Krdftegruppen lei 
gUichwertigen Bewegungen gleiche Arheitsgeschwindigheiten haben. 

Nach Gleichung (12) kann jedes Moment durch die Koordinaten 
der das Moment bildenden Achsen und Strecken ausgedriickt werden. 

13. Die rechtwinkligen Projektionen gleichwertiger 
Streckengruppen auf eine Ebene und auf eine Achse. Wir 
bezeichnen mit (Pi), (Qi) die rechtwinkligen Projektionen von zwei 
gleichwertigen Gruppen (P), (Q) auf eine Ebene a und wahlen ein 
Koordinatentetraeder ABCD, dessen Kanten CD, DB, BG oder 
X*, y', z' in der Ebene a liegen, wahrend die Kanten AB, AG, AD 
oder a;, y, z zm a rechtwinklig gerichtet sind, also in dem unendlich 
fernen Punkt A sich schneiden. In bezug auf jede der Achsen x, 
y, ^ ist das Moment einer Strecke P gleich dem Moment ihrer Pro- 
jektion Pj*, daher sind in bezug auf jede dieser drei Achsen die 
Momente der vier Streckengruppen (P), (Q), (Pi), (Q,) gleich grofi. 
Ferner sind in bezug auf jede der drei Achsen a;', y*, z^ die Mo- 
mente der beiden Streckengruppen (Pi), (Qi) gleich null. Es folgt 
hieraus, dafi die rechtwinkligen Prq/eJctionen von gleichwertigen Strecken- 
gruppen gleichwertig sind: 

Erteilt man ferner einem starren Korper in der Richtung irgend 
einer Achse v eine Parallelverschiebung von der Geschwindigkeit V, 
so ist die Arbeitsgeschwindigkeit einer auf den Korper wirkenden 
Kraftegruppe (P) gleich dem Produkt aus der Geschwindigkeit V 
und der algebraischen Summe der Projektionen der Krafte P auf 
die Achse v. Gleichwertige Krdftegruppen hdben daher in bezug auf 
Jede Achse gleiche PryeJUionen. 

Indem man diese Eigenschaft auch auf Drehungsgruppen iiber- 
tragt, ergibt sich: Gleichwertige Streckengruppen hdben gleiche Pro- 
jektionen in bezug auf jede Achse und folglich auch gleiche geoinetrische 
Summen, DaiJ die beiden gleichartigen Streckengruppen (Q) und {S) 
dieselbe geometrische Summe G haben, soil in der Folge durch 
das Zeichen: 

((?) - {S) ^ G (13) 

ausgedriickt werden. Um die geometrische Summe G zu bestimmen, 
bildet man die Projektionen der sechs Koordinaten auf die zueinander 
rechtwinklig gerichteten Achsen x, y, z: 
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(14) 



Die Lange der geometrischen Summe ergibt sich dann aus 
der Formel: 

G = \/Gl +(?^-\-Gl (15) 

14. Die Koordinaten einer Strecke und einer Achse. 
Eine Kraft P leistet keine Arbeit, wenn der Korper, auf den sie 
wirkt, um die ruhende Achse ^ sich dreht. Die Koordinaten einer 
Strecke P, mag dieselbe eine Kraft oder eine Drehgeschwindigkeit 
darstellen, sind daher nach Gleichung 12) voneinander abhangig 
durch die Bedingung: 

[P, P] = 2 cm (XX' + rP + ZZ) = 
Oder (16) 

XX* + YT + ZZ' = 

Eine Strecke P wird demnach durch fiinf Koordinaten^ Z, Y, 
Zy X\ Y* bestimmt; die sechste ergibt sich aus der Gleichung: 

^, XX' + YY' 

Z= J (17) 

Dividiert man die Koordinaten der Strecke P durch den Wert 
von P, so entstehen die sechs unbenannten Zahlenwerte: 

X _ Y _ Z _ J' _ ,i J'__ i 2' _ , 

p — ^? ~p — Vy p — ^y p — •^9 p — y ? p~ — ^ (18) 

welche die Koordinaten einer Strecke auf der Achse p von dem 
Werte 

bilden und in Uebereinstimmung mit Abschnitt 2 die Kooi'dinaten der 
Achse p genannt werden. Die sechs Koordinaten einer Achse sind 
durch zwei Bedingungen voneinander abhangig. Da sie eine Einzel- 
strecke darstellen, so ist nach Gleichung 16): 

XX' -\-yy' + zz' = (19) 

und da ihre geometrische Summe gleich -|- i ist, so mufl nach den 
Gleichungen 14) und 15) 



(20; 
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(.r + {y - ^0/4-)"+ (.V + (^' - ^')/y)"+ 

[z + ix' - 2/0 ]/^ ) = 1 

sein. 

15. Kraftepaare und Drehungspaare. Wenn die geo- 
metrische Summc einer Streckengruppe gleich null ist, so miissen 
ihre sechs Koordinaten nach den Gleichungen 14) die drei Be- 
dingungen : 



Y + (^' - X') /i = 

z+(X'-ro]/i- = o 



(21) 



erfiillen. Eine solche Streckengruppe wird also durch drei von 
diesen Bedingungen unabhangige Koordinaten bestimnit. Wenn 
wir von dem Sonderfalle, in dem jede der sechs Koordinaten gleich 
null ist, hier vorlaufig absehen, so ist die Streckengruppe gleich- 
wertig einer Einzelstrecke U, weil die Bedingung 16) in den 
Gleichungen 21) enthalten ist. Die GroBe der Strecke V ist gleich 
null^ ihre Entfernung aber ist tinendlich grofi^ weil ihre Momente, 
z. B. in bezug auf die Koordinatenachsen, endliche Werte haben. 
Man nennt TJ daher eine unendlich Jdeine und unendlich feme Strecke. 
Eine solche Gruppe von Drehgeschwindigkeiten bestimmt die ein- 
fachste Bewegung, die einem Kdrper erteilt werden kann: die 
Drehung um eine unendlich feme Achse w, also eine Parallelver- 
schiebung, bei der alle Korperpunkte Geschwindigkeiten V von gleicher 
Grofie und gleicher Richtung haben. Die Richtung der Geschwindig- 
keit V ist rechtwinklig zu den Parallelebenen, die in der unendlich 
fernen Drehachse u sich schneiden. Grofle und Richtung der ge- 
meinschaftlichen Geschwindigkeit V konnen bestimmt werden durch 
die Geschwindigkeitskugel einer Tetraederecke, also z. B. durch die 
Schubgeschwindigkeiten X'. i cm, P. i cm, Z' -i cm der in der 
Ecke A sich schneidenden Achsen x, y, e, Werden die Projektionen 

^scy y^i ^z bezeichnet, so ist 



von 


r av 


if die Achsen 


X, y, 


e 


mit 


V 


r 


demnach 




















T'x 




X'- 


1 


cm 








yy 




Y'- 


1 


cm 








y. 


— 


Z' 


1 


cm 



Ci-l) 
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7 = 1 cm }/X^2-qrp2-:p^a- (23) 

Die unendlich kleine und unendlich feme Strecke U ist gleich- 
wertig einer unendlich groflen Anzahl von Streckengruppen (Q), die 
aus je zwei Strecken Q^, Qg bestehen und folgende drei Bedingungen 
erfiillen: 

i) Die beiden Strecken miissen in einer der Parallelebenen 
liegen, die in der unendlich fernen Achse u sich schneiden, weil 
alle Achsen dieser Ebenen NuUachsen sind. 

2) Die beiden Strecken Qi, Q.j miissen nach GroBe und 
Richtung einander gleich, dem Sinne nach einander entgegengesetzt 
sein, weil ihre geometrische Summe gleich null ist. 

3) Jede zu jenen Parallelebenen normal gerichtete Achse v 
von dem Sinne der Geschwindigkeit V mufi eine positive Schub- 
geschwindigkeit von der Grofle 

haben, denn diese Schubgeschwindigkeit stimmt mit der Geschwindig- 
keit der Kdrperpunkte iiberein. Die angegebene GroBe ist gleich 
dem Produkt aus dem gemeinschaftlichen Wert der beiden gleich 
groBen Strecken Qi, Q^ und ihrem Abstande voneinander. 

Zwei parallele Strecken von gleicher Grofie und entgegen- 
gesetztem Sinn werden ein Streckenpaar ^ also ein Kraftepaar oder 
ein Drehungspaar genannt, je nachdem die Strecken Qj, Q^ Krafte 
Oder Drehgeschwindigkeiten darstellen. 

Ein Kraftepaar Pj, P^ ist also gleichwertig einer unendlich 
kleinen und unendlich fernen Kraft U in der Ebene des Paares. 
Die Hauptmomentenstrecke des Paares ist fiir jeden Punkt recht- 
winklig zu dieser Ebene gerichtet, hat die GroBe Pi A, wenn mit h 
der Abstand zwischen beiden Kraften bezeichnet wird, und den 
Sinn des Sehstrahls, fur den der Drehsinn des Paares mit dem 
Sinne der Uhrzeigerdrehung iibereinstimmt. 

Die Arbeitsgeschwindigkeit eines jeden Kraftepaares XJi ist 
bei jeder Parallelverschiebung U^ gleich null: 

[C7„ [72] = 0, 

weil die positive Arbeit der einen Kraft ebenso groB ist wie die 
negative der anderen. 

i6. Nullwertige Streckengruppen oder Gleichgewichts- 
gruppen. Der im vorigen Abschnitt erwahnte Sonderfall, in dem 
alle sechs Koordinaten einer Streckengruppe (ff) gleich null sind, 
bezeichnet, wenn die Strecken Drehgeschwindigkeiten darstellen, den 
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liuhejsustand des Korpers. Denn sind die Schubgeschwindigkeiten der 
sechs Kanten des Koordinatentetraeders gleich null, so ruhen die 
Ecken des Tetraeders und folglich auch alle anderen Korperpunkte. 
Bezeichnen die Strecken der Gruppe Krdfte, die auf einen ruhenden 
Korper einwirken, so verbleibt der Korper in Ruhe, weil der 
Gleichung (12) zufolge die Arbeitsgeschwindigkeit der Kraftegruppe 
bei jeder unendlich kleinen Anfangsbewegung gleich null sein wiirde. 
Man sagt, der Korper befinde sich unter Einwirkung der Krafte ini 
Oleichgewicht und nennt daher eine solche Kraftegruppe eine Oleich- 
gewichtsgruppe oder eine nMwertige Gruppe. Die letztere Bezeich- 
nung kann auch auf Gruppen von Drehgeschwindigkeiten angewandt 
werden. 

Dafl die Strecken Pi, P2, P3 . . . eine nuUwertige Gruppe 
bilden, soil in der Folge durch das Zeichen: 

(P) L_ Pi + P, 4: P3 + . . . ^ (24) 

ausgedriickt werden. Wir bezeichnen die Koordinaten der Achsen 
i^it Pif Ih ' ' - d^*" Strecken P,, Pg, P3 . . . mit Xy y, z, x\ y\ z* 
unter Anfiigung der Streckennummer. Das Moment der Strecke P^ 
in bezug auf die Koordinatenachse x ist daher z. B.: 

\x, P,] = Pi [z, i?,] = Pi x\ • 1 cm. 
Die sechs NuUwertigkeitsbedingungen lauten demnach: 

^ = X=P,x\^T. x\ + P3 x'3 + . . . = -SPx" \ 
^)=:^^'Py' = :^Fz* = 2Px = :^Py = ^Pz. ) 

Eine Strecke, die nach Lage und Grofie mit Pj iibereinstimmt, 
dem Sinne nach aber ihr entgegengesetzt ist, soil mit 4+ Pi be- 
zeichnet werden. 

Zerlegt man eine nullwertige Gruppe 

in zwei beliebige Teilgruppen, z. B.: P,, Pg. Pg und P4, P5, und 
wendet den Sinn der Strecken dner der beiden Gruppen, so ent- 
stehen zwei gletchtcertige Gruppen: 

p. ^: P, i: P3 - +f P, ^ P,. 

Denn die Bedingung der Gleichwertigkeit dieser beiden Gruppen: 

Pi ^i -J- -^'i ^i \ -^3 ^3 ^^^ — -^4 •^l P5 ^b 

stimmt fiir jede Achse x* iiberein mit der Bedingung der Nullwertig- 
keit der ganzen Gruppe. 

Die rechtwinklige Projektion (0 einer nullwertigen Strecken- 
gruppe (P) auf irgend eine Ebene ct bildet wieder eine nullwertige 
Gruppe. Denn bezieht man die Bedingungen der NuUwertigkeit 
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auf sechs Achsen, von denen drei in der Ebene a liegen und drei 
zu ihr senkrecht gerichtet sind, so sind die Bedingungen der NuU- 
wertigkeit der Gruppe (Q) in denen der Gruppe (P) enthalten. 
Die geometrische Summe einer nuUwertigen Streckengruppe hat die 
GroBe null, wie unmittelbar aus den Gleichungen (14) hervorgeht. 

17. Die moglichen Lagen der Strecken einer nuU- 
wertigen Gruppe. Das Moment, welches von der nuUwertigen 
Gruppe (P) mit irgend einer anderen Gruppe (Q) oder mit irgend 
einer Einzelstrecke R gebildet wird, hat die GroBe null: 

= Pi [P^, (Q)] + P, [Pt, (Q)] + . . . + P» [Pn («)] \ .26) 
= Px [pi, E] + P, [p„ i2] + . . . + P, [p„, ii] / ' 

Sind von den n Achsen der Gruppe (P) die Achsen pi, 2?2 • • • Pn—i 
Nullachsen der Gruppe (Q) oder der Einzelstrecke H, so mu6, wie 
aus den vorstehenden Gleichungen folgt, auch die Achse p^ zu 
diesen Nullachsen gehoren. Die Achse Pn mujS also NuUachse einer 
jeden Streckengruppe seitiy zu der en Nullachsen die (n — 1) anderen 
Achsen pi^p^ . • - Pn—i gehoren, und sie mufi jede Achse r schneiden^ 
die von den anderen (n — 1) Achsen der Gruppe (P) geschnitten wird, 
Durch diese Bedingungen ist jede der w Achsen einer nuU- 
wertigen Streckengruppe abhdngig von den iibrigen (n — 1) Achsen. 
Achsen, wdche voneinander unahhdngig sind, konnen nicht die Trdger 
einer nuUwertigen Streckengruppe sein. Wir nennen als Beispiel einer 
Gruppe von unabhangigen Achsen die sechs Kanten eines Tetraeders : 
Jede Strecke dieser sechs Achsen mufl gleich null sein, wenn die 
Gruppe nuUwertig sein soil. Die vorstehende Betrachtung fiihrt zu 
der folgenden Aufgabe: Gegeben sind (n — 1) voneinander un- 
abhangige Achsen p^.p^ . . . /?„_r, es soUen die Lagen der Achsen p^ 
angegeben werden, welche die Bildung der nuUwertigen Gruppe 

Pi + Pa 4: ... 4:P„Z:0 

ermoglichen. Die allgemeine Losung dieser Aufgabe ergibt sich 
aus der folgenden Betrachtung. Den sechs Bedingungen der NuU- 
wertigkeit kann man nach Gleichung (25) die Form geben: 



p. p 

— a;, + J,* Xt ■{■ p X3 + . . 


• • "r 7> *^n 


- yi + ^- 2/2 + y- ys + • 


••+-p:^- 


U ^, + p ^2 1 p ^3 + • • 


1 -P« 

• 1 p" ^n 



(27) 



llohr: Abhuiidl. a. d. (iebictc d. technitK:hcn Ifechanik. 
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= 



= 



X 






Pi 



P. 



• • i^ p ^n 



(27) 



Eliminiert man aus diesen sechs Gleichungen die (n — 1) Un- 

P P P 

bekannten p- , w^ • • . >/^ , so bleiben (1 — n) Gleichungen iibrig, 

die aufler den bekannten Koordinaten der gegebenen Achsen 
Pit 1>2 . • 'Pn—\ "ur die sechs unbekannten Koordinaten a:«, t/n ' • > ^'n 
der Achse p^ enthalten und daher die Form haben: 

0= X' xn + T yn + Z' j^n + Xx'n + Yy'n + Z b\ ) 

= X\Xn-\-Y\yn + Z\z^ + X,x'n + yiy'n + Z,2\y (28) 

Die Groflen X, T^ Z . . . sind Funktionen der bekannten Koor- 
dinaten Xi y, e . . . der Achsen pi, P2 . • . Pn-i' Sie ergeben sich 
aus der angedeuteten Rechnung, brauchen jedoch fiir den vorliegenden 
Zweck hier nicht entwickelt zu werden. Die Gleichungen (28) sprechen 
die Bedingung aus, dafl die unbekannte Achse p^ NuUachse einer 
jeden der (7 — n) Streckengruppen (Q), (Q^) . . . sein mufi, deren 
Koordinaten: 

CQ)i^X :^Y ^ Z :^ X* + F' + Z' 

(QO I^ Z, + Ti 4= ^1 + X\ + y'l + Z\ 



(29) 



durch die Gleichungen (28) gegeben sind. Nachdem diesen Be- 
dingungen gemafi eine Achse p^ gewahlt worden ist, bestimmen 

P P P 

die Gleichungen (27) die Groflenverhaltnisse ~- , ^ . . . ~j^ der 

Strecken. 

Die angedeuteten, etwas unbequemen Rechnungen konnen 
durch das in den folgenden Abschnitten beschriebene geometrische 
Verfahren ersetzt werden. 



18. Nullwertige Gruppen von zwei Strecken: 
Pi 4= P2 IZ 0. Damit die Achse p2 geschnitten werde von jeder 
Achse g, die auch pi schneidet, mufi p^ mit pi zusammenfallen. 
Von einer Achse Pi ist also nur die mit ihr zusammenfallende Achse p2 
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von entgegengesetztem Sinn ahhangig. Die Strecke Pg ist bestimmt 
durch die Bedingung 

Oder 

d. h Pj hat Grofle, Richtung und Sinn der gewendeten Strecke Pj. 

19. Nullwertige Gruppen von drei Strecken: 
Pi 4^ Pj ij: P3 = 0. Jede Achse q, die von pi und p^ geschnitten 
wird, kann p^ nur dann schneiden, wenn die drei Achsen in einer 
Ebene liegen und in einem Punkte A sich schneiden (Abb. 8). Von 

sswei sich schneidenden Achsen Pi^ 
P2 ist also Jede Achse dbhdngig, die 
durch ihren SchniUpunJU A geht 
und in Hirer Ebene liegt Die 
Grofienverhaltnisse P^: P^: P, 
werden in einer besonderenZeich- 
nung, dem Sireckenplan (Abb. 9), 
bestimmt durch die Bedingung, dafl die geometrische Summe der 
drei Strecken gleich null sein mufi. 

Sind die drei Achsen pj, p^^ p^ parallel^ so kann das Ver- 
p 
haltnis -~- durch eine Momentengleichung in bezug auf eine Achse 




Abb. 8. 




Pi 







dt 




B^ 










fi 


A 








Ax 


i 


\ 


\ 




"**• 




p. 


^> 


V 




J 


' 


f 


\ 




-Af 




Bm 







Abb. 10. 



bestimmt werden, welche die Ebene der 
Strecken in einem Punkte der Achse p^ recht- 

winklig schneidet. Das zweite Verhaltnis -^ 

ergibt sich darauf aus der Bedingung, daB die 
geometrische Summe der drei Strecken gleich 
null sein mufl. Geometrisch werden diese 
Bedingungen durch Abb. 10 dargestellt: 



20. Nullwertige Gruppen von vier Strecken: 
Pi ij: Pg 4^ P3 ij: P4 = 0. Es sind folgende vier Falle zu unter- 
scheiden: 

i) Die gegebencn drei Achsen Pi, p^, p^ (Abb. 11) liegen in 
einer Ebene a, und da sie voneinander unabhangig sind, gehen sie 
nicht durch einen Punkt. Von diesen drei Achsen ist Jede Achse ^4 
der Ebene a abhdngig, weil jede Achse g, die von pi, p^^ p^ ge- 
schnitten wird, jede and ere Achse der Ebene schneidet. Ist eine 

2* 
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Achse2?4 gewahlt worden, so legt man, um die nullwertige Gruppe 
zu bilden, auf eine der drei Diagonalen r des Achsenviereckes, z. B. 
auf die Achse AJB. (Abb. ii), zwei Strecken R von gleicher Grofle 
und entgegengesetztem Sinn, also die nullwertige Gruppe 

bildet darauf im Streckenplan (Abb. 12) die beiden Gruppen: 

Pi 4: Pi, + ij = 

p, + P4 4f i2 :^ 

und durch Zusammenlegen derselben die zu bestimmende Gruppe 

Pi + P, + P, + p,:=;0. 





Abb. II. 



Abb. 12. 



2) Die gegehenen Achsen piy p^y p^ liegen nicht in einer Ebene 
und schneiden sich in einem Punkte A^ der auch unendlich fern 




Abb. 13. 



liegen kann. Die Achsen, welche zugleich ^1, p^t Ps schneiden, 
gehen alle durch den Punkt A] p^ mufl daher auch durch diesen 
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Punkt gehen. Auf die Schnittlinie der beiden Ebenen pip^ und p^p^, 
(Abb. 13) legt man die nuUwertige Gruppe 

und bestimmt die gesuchte Gruppe 

Pi 4: p, + P3 + P4 -^ 

durch Zusammenlegen der beiden nuUwertigen Gruppen: 

Pi ijiPg + iJ=0 und P3 :j:P4^P = 0. 

3) ZM;ci der gegehenen Achsen pi, p^ schneiden sich im PunUe A 
und Hire Ebene a mrd von der driUen Achse p^ im Punlde B ge- 
schnitten (Abb. 14). Der Punkt ^ und die Achse ^j bestimmen eine 

zweite Ebene fi. Die 
Achsen, welche zu- 
gleich pi, pg, p3 
schneiden, bilden zwei 
Strahlenbiischel : den 
Biischel A in der 
Ebene fi und den Bii- 
schel B in der Ebene a. 
Die Achse pi mufi da- 
her entweder dem Bii- 
schel A in der Ebene a 
Oder dem Biischel B in 
der Ebene § angehoren. 
Im ersten Falle wird 
P3 gleich null; derselbe kommt daher hier nicht in Betracht. Im 
zweiten Falle, der in Abb. 14 dargestellt ist, verlahrt man wie in 
den vorhergehenden Beispielen: Man legt auf die Gerade AB die 
nuUwertige Streckengruppe 

P-H-i2 = 

und legt die beiden Gruppen: 

Pi + Pg 4: P^O und Pa 4: P^-H-B^O 
zusammen. 

4) Die drei gegebenen Achsen pi, p^^ p^ schneiden sich nicht 
und bestimmen also eine Schar der Erzeugenden eines einfachen 
Hyperboloids. Die Achsen q, welche jede der drei Achsen 2?i, p^y p^ 
schneiden, bilden die jnceite Schar. Die Adise P4^ mufi also der ersten 
Schar angehoren. Um eine der nuUwertigen Gruppen 

p, + p, + p, + p, ^ 

zu bilden, legt man durch eine der Achsen q irgend eine Ebene a 




Abb. 14. 
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(Abb. 15), bezeichnet die Projektionen von pi, p^y Pz auf a mit 
ai, a^, aj und die Schnitte der Ebenen j^iCi, p^a%^ p^a^ mit der 
durch q senkrecht zu a gelegten Ebene fi mit ni, n^^ n^. Man 




Abb. 15. 

wahlt dann die Strecke ^1 nach Belieben und bildet die fiinf null- 
wertigen Streckengruppen : 

-ff JVi 4: Pi + A = 

-ff iV^s + -P3 + ^3 = _ 
-H- ^1 H+ Aa -H- -4, ij: P4 = 0. 

Durch Zusammenlegen dieser fiinf Gruppen entsteht die zu be- 
stimmende nullwertige Streckengruppe 

P, dl^ P, :^ P, :\: P^ = 0. 

Die beschriebene Konstruktion ist nur zum Teil in Abb. 15 
dargestellt. 

21. Nullwertige Gruppen von fiinf Strecken: 
Pi 4= -fa + ^3 + -P4 + ^6 ^ 0. Wir iibergehen die besonderen 
Falle, in denen zwei oder mehrere der gegebenen vier Achsen sich 
schneiden, und nehmen also an, daB die vier voneinander un- 
abhangigen Achsen pi^ p2^ p^, ^4 sich nu^t schneiden. Da die 
Gruppe aus fiinf Strecken besteht, so mu6 die fiinfte Achse p^ nach 
Abschnitt 17 /s^ei Bedingungen von der Form der Gleichungen (28) 
erfiillen, d. h. p^ mufi Nullachse von jswei Streckengruppen (Q) und 
(jQi) sein , welche durch die vier gegebenen Achsen pi, p^, p^^ p^ 
bestimmt sind. In jeder Ebene a liegt also eine einjsige Achse /?5, 
welche diese Bedingung erfiillt, namlich die Verbindungsachse der 
beiden Nullpunkte der Streckengruppen (Q) und (Qi) in der Ebene a, 
und durch jeden Punkt A des Raumes geht ebenfalls eine Achse p^ : 
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die Schnittachse der beiden Nullebenen des Punktes A in bezug aut 
die Streckengruppen (Q) und (Qi). Hierbei ist abgesehen von den 
Sonderfallen, in welchen die beiden Nullpunkte der Ebene a oder 
die beiden Nullebenen des Punktes A zusammenfallen. Es kann 
also bei Bildung der nuUwertigen Gruppe die Bedingung gestellt 
werden, daB die Achse p^ durch einen willkiirlich gewahlten Punkt A 
gehen oder in einer willkiirlich gewahlten Ebene a liegen soil. 

Erster Fall. Der Punkt A ist gegeben (Abb. i6). Man wahlt 
nach Belieben eine Ebene /J, die den Punkt A nicht enthalt, be- 




Abb. 1 6. 

zeichnet mit 8^ S^, S^, 84, die Schnittpunkte der Ebene fi mit den 
gegebenen Achsen pu p^, p^^ p^, ferner mit ai, a^^ as, 04 die Achsen, 
welche A mit den vier Schnittpunkten verbinden, und mit fti, 62? 631 64 
die Achsen, in welchen /J von den vier Ebenen Pitti, p^o^t jPs^a, 
p^a^ geschnitten wird. Man wahlt dann nach Belieben die Strecke Bi 
auf der Achse hi und bildet die sechs nuUwertigen Gruppen: 

-H- ii, + P, + ^ - 

-H-P4 + -P4 + ^=^0 _ 

-H- Ai -H- A -H- ^3 -H- J4 + -Ps ^^ 0. 

Durch Zusatnmenlegen dieser sechs Gruppen entsteht die zu be- 
stimmende nuUwertige Gruppe 

Zweiter Fall, Die Ebene a ist gegeien. Durch die Schnitt- 
punkte Su 82^ 8^, 84, der gegebenen Achsen pi, p,, j?3, P4, mit der 
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Ebene a legt man Achsen ai, aj, flj, ^4, die in irgend einem 
Punkte A auflerhalb a, z. B. wie in Abb. 17 in einem unendlich 
fernen Punkte sich schneiden, und bezeichnet die Achsen, in welchen 
/J von den Ebenen Piai, p^a^^ Pi<hi Pa^a geschnitten wird, mit 61, 




Abb. 17. 

62, hzy ^4- ^^^ wahlt dann die Strecke Ai auf der Achse Ui nach 
Belieben und bildet die sechs nuUwertigen Gruppen 

-H- ^1 -H- -4.2 -H- ^8 -H- -^4 = 

A^tP^^B^^O 

A, 4: i's + J?3 -- 
^ + -P4 4= -B4 = 
-H- J5, -H- Sa ^ ^3 -H- ^4 4: P5 1^ 0. 

Durch Zusammenlegen dieser sechs Gruppen entsteht die zu 
bestimmende nullwertige Gruppe: 

22. Nullwertige Gruppen von sechs Strecken: 
Pi 4: P:, + Pg 4: P4 4: Pfi 4: Pg = 0. Durch die Koordinaten der 
fiinf gegebenen und voneinander unabhangigen Achsen p^^ P2,Ps, P4, Ps 
wird nach Abschnitt 17 eine Streckengruppe (Q) bestimmt, zu deren 
NuUachsen p^ gehoren muB. Diese Achsen bilden in jeder Ebene 
einen Biischel. Es kann daher die Bedingung gestellt werden, daB p^ 
n einer willkiirlich gewahlten Ebene a liegen und durch einen 
Punkt A dieser Ebene gehen soil ; die Aufgabe ist bestimmt, wenn 
nicht zufallig A mit dem Nullpunkt von a fiir die Gruppe (Q) zu- 
sammenfallt. Um in einem solchen Falle die nullwertige Gruppe (P) 
zu bilden, bestimmt man nach dem vorigen Abschnitt die beiden, 
aus je fijnf Strecken bestehenden Gruppen: 

(PO^-^Pi + p; + P3' + P' + -R' =0 

{P")=p;; + Pj" 4: p," 4: PI' 4: B" = 0. 
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In diesen Ausdriicken bezeichnen P^' und P" zwei Strecken 
der Achse pi, i^ und Plj zwei Strecken der Achse p^ usf. und iJ', 
H" zwei Strecken in der Ebene a. Man kann, wie in Abb. i8 an- 
gedeutet ist, die Strecke R" mit einer Zahl q multiplizieren und 
diese Zahl so wahlen, dafl die Achse p^ der Strecke 

1 r'^Jl" I durch den gegebenen Punkt A geht. 

i w.^^^ " V' >N^ Indem man samtliche Strecken der 

V^^*^^^ \ Gruppe (P") mit der Zahl q multipli- 

\ ^^"""^^^^^ \ ziert und die hierdurch entstehende 

\ -^^^^v;.^ Gruppe (q P") _.: 

' ^t^ mit der Gruppe 
Abb i8. .p,v - - ^^ 

zusammenlegt, entsteht die zu bestimmende Gruppe: 

(PO -f- (pP") k_- P, t -Pa + -Ps + -P* + -Ps + Pe '' 0. , 
Es ist also: 

P^ = PI+qPI', P, = Pi + QPi\ P, = P;-\-QPi\ 

p^ = Pl, p^ = qPi\ 

23. Nullvvertige Gruppen von sieben Strecken: 
Pi 4: Pa ij: P3 ij: P4 4: Pfi 4: Pg + P7 -^ 0. Wenn die sechs Achsen 
Pi* jP2» Pi* Pit Pb* Pe voneinander unabhangig sind, und die Lage 
der Achse ^7 tmllkurlich gewahlt wird, so geniigen die sechs Be- 
dingungen 27), um die relativen Werte der sieben Strecken zu be- 
stimmen. Von sechs unabhdngigen Achsen ist also jede andere Achse 
abhdngig. Um fiir die sieben gegebenen Achsen die nullwertige 
Streckengruppe zu bestimmen, legt man durch eine der Achsen, 
z. B. p>j, irgend eine Ebene a. Man bestimmt dann nach Ab- 
schnitt 21) die drei, aus je fiinf Strecken bestehenden Gruppen: 

(P')=iP; 4=^2 +-^3 ^Pi =^^' ^^ 
(P'O iz p;' 4: p^' 4: p*' 4: Pjj' 4: R" ^. 

(P"0 ~- p;" 4: P^;" 4: P^" 4: p^" 4: i?"' _t= 0. 

Wie im vorigen Abschnitt bezeichnen P|, P^'', P^*' Strecken 
der Achse pi, P^, P^', P^" Strecken der Achse p^ usf., ferner R\ 
R"f R**' drei Strecken in der Ebene a. Man bestimmt darauf die 
beiden Zahlen q\ q'* aus der Bedingung, dafi die Strecke 

auf die gegebene Achse ^7 fallt. Multipliziert man nun alle Strecken 
der Gruppe (P') mit g', alle Strecken der Gruppe (P") mit q", so 
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entsteht durch Zusammenlegen der drei nuUwertigen Gruppen {q'P% 
(q" P**) und (P'") die zu bestimmende Gruppe: 

iQ' P') + (s" P") + (-P") = Pi + P2 + P, + A + A + -Pe + Pt. 
Es ist demnach: 

P, = Q' p; + e" Pj' + Pi'", P, = g' P,' + e" P," + P,'", 
P3 = e' P- + Q-' P3" + P3'", P, = e' p:, 
p, = e" P'', P, = P'". 

24. Die Zusammensetzung einer gegebenen Gruppe 
von Strecken zu einer moglichst einfachen gleichwertigen 
Gruppe. Da die graphische Zusammensetzung der Strecken in der 
nachstfolgenden Abhandlung beschrieben wird, so konnen wir uns 
hier auf das rechnerische Verfahren beschranken. Eine gegebene 
Streckengruppe (P) wird durch ihre seeks Koordinaten X, F, Z, 
X\ T\ Z' bestimmt. Da eine Einzelstrecke nur fUnf voneinander 
unabhangige Koordinaten hat, so ist es im allgemeinen nicht mog- 
lich, eine gegebene Gruppe (P) durch eine gleichwertige Einzel- 
strecke B, zu ersetzen. Die Moglichkeit tritt nur dann ein, wenn 
die Bedingung 16): 

erfiillt ist. Die Einzelstrecke 

B-(,P) 

wird dann die Besultante der Gruppe genannt. Die beiden wich- 
tigsten und einfachsten Falle ergeben sich, wenn alle Strecken der 
Gruppe in einer Ebene a liegen oder durch einen Punkt A gehen. 
Im ersten Fall kann man die Ebene der Koordinatenachsen x'y y\ 0* 
auf die Ebene a legen; dann werden die drei Koordinaten X, F, Z 
gleich null. Im zweiten Falle legt man den Schnitt der drei Koor- 
dinatenachsen Xf y, auf den Punkt A und macht dadurch die 
Koordinaten X', Y\ Z* gleich null. In beiden Fallen ist demnach 
die Bedingung der Gleichung 16) erfiillt. 

Hierher gehort auch der Fall, wenn alle Strecken der ge- 
gebenen Gruppe 

VT^ ?7i+ ?72+ Di+ . . . 

unendlich klein sind und in der unendlich fernen Ebene liegen, wie 
man am leichtesten erkennt, wenn man die Strecken Ui, TJ^^ V^ - - ' 
als Drehungspaare^ also als Parallel verschiebungen eines starren 
Korpers ansieht, deren Geschwindigkeiten mit Fi, Fj, Fj . . . be- 
zeichnet werden mogen. Die resultierende Bewegung ist dann eben- 
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falls eine Parallelverschiebung mit der Geschwindigkeit, welche 
durch die geometrische Summe 

7ehh7i:^:F, + 7, 4:... 

dargestellt wird. Bezeichnen Ui, U^, V-^ . . . Krdftepaare^ so sind 
ihre HauptmomentenstrecJcen Fi, V^f Fj . . . geometrisch zu summieren. 

Zwei Einzelstrecken Jfi, K^ werden nach Abschnitt 14 durch 
je /Sn/" Koordinaten Zi, Fi, Zi, X\, Y\ und Zg, Fj. Zg, X*2.Y'2 
bestimmt, und die beiden fehlenden Koordinaten sind dann durch 
die Gleichungen: 

Z 1 = ^ , Z 2 = ^^ 

gegeben. Die sechs Bedingungen der Gleichwertigkeit 

(P) L= JTi + Z, 
lauten nach Abschnitt 1 1 : 



X' = X\-{-X;, Y- = Y\-\-Y;, Z' = Z\+Z 






(30) 



Die Aufgabe: eine gegebene Streckengruppe (JP) durch jswei 
Strecken zu ersetzen, ist daher unbestimmt und laflt unendlich viele 
Losungen zu. Sie wird bestimmt, wenn vier der unbekannten Koor- 
dinaten Oder wenn vier voneinander unabhangige Bedingungen ge- 
geben sind, die durch Gleichungen zwischen den Koordinaten der 
Strecken Ki, K^ ausgedriickt werden konnen. Die folgenden Ab- 
schnitte enthalten die wichtigsten Falle. 

25. Erstes Beispiel. Gegeben ist die Lage der Achse Jc^. 
Zu bestimmen sind dann auBer dem Wert der Strecke Ki die fiinf 
Koordinaten der Strecke K^- Man ersieht hieraus, dafi durch die 
gegebene Lage der Achse ki die Lage der zugehorigen Achse k^ 
bestimmt wird. Daher nennt man in bezug auf die gegebene 
Streckengruppe (P) die beiden Achsen Ai, k^ konjugierte Achsen und 
die beiden Strecken Ku -Ki konjugierte Strecken. 

Die gegebenen Koordinaten der Achse ki werden mit Xi, yi, 
^if ^\y y*v ^\ bezeichnet. Um zunachst den Wert der Strecke Ki 
zu bestimmen, hat man zu beachten, dafi aus der Gleichwertigkeit 
der Gruppen: 

K, + K, - (Z) LZ (P) 

nach Gleichung 12) folgt: 

[(Z), (Z)] = 2 [Zi, Z,] = [(P), (P)] = 2 cm (ZX' + YY' + ZZ'). 



28 

Ferner ist: 

[k„ A',] = [i, (K)] - [A, K,] = [Jn (K)] = [k, (P)] 

und also nach Gleichung 12): 

[Ku A'J = Ky [h, K,] = K, (.ri X' + y, Y' +^,Z'-\- 

x\ X + ij\Y+ z\ Z) 1 cm. 

Folglich hat die Strecke Ki den Wert: 

"^' - x, X' + y, r- + z, Z' + x\ X + y\ Y -\-'z\Z ' ^^^> 

Darauf ergeben sich die Koordinaten der Strecke JE'2 aus den 
Gleichungen 30): 

Z'g = X' — x\ Ku Y\ = r — y\ ifi, Z'^ = Z— z\ K,, I ^^^^ 

26. Die wichtigsten Eigenschaften der konjugierten 
Achsen und Strecken einer Gruppe (P). 

1. Jede Achse q, die zwei konjugierte Achsen ii, k^ schneidet, 
ist eine Nullachse der Gruppen (P) und (K), weil die beiden Mo- 
mente [g, K{\ und [^, K^ gleich null sind. 

2. Jede Ebene a, welche die Achse ki enthalt, wird von der 
konjugierten Achse Ag in ihrem NuUpunkt A geschnitten. Denn 
jede Achse q, die in der Ebene a liegt und durch den Punkt A geht, 
schneidet beide Achsen hi und Aj. 

3. Die NuUebene eines jeden Punktes 4, der auf der Achse k^ 
liegt, enthalt die Achse k^. 

4. Sind (/^i, ig), (ig, A:4), (A5, Aj) . . . konjugierte Achsenpaare, 
so liegen alle Achsen q^ die durch einen Punkt A gehen und die 
Achsen je eines Paares schneiden, in einer Ebene, der Nullebene 
des Punktes A. 

5. Alle Achsen Ai, A3, Zrg . . ., die durch einen Punkt A gehen, 
haben konjugierte Achsen k^, i^, A^ . . ., die in einer durch A 
gehenden Ebene, der Nullebene des Punktes A, liegen. 

6. Wir bezeichnen mit O die geometrische Summe der Strecken- 
gruppe (P) und mit y eine zu O senkrecht gestellte Ebene. Pro- 
jiziert man zwei konjugierte Strecken der Gruppe (P), z. B. die 
Strecken Ki und K^t rechtwinklig auf die Ebene y, so sind die 
beiden Projektionen parallel, gleich gro8 und dem Sinne nach ein- 
ander entgegengesetzt, weil 

ist. 
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7- Alle Achsen i, 2, 3 . . ., die den Kanten (i), (2), (3) . . . 
eines gegebenen Polyeders I konjugiert sind, bilden die Kanten eines 
zweiten Polyeders II, das dem Polyeder I ziigleich eingeschrieben 
und umschrieben ist. Denn einer jeden Ecke des einen Polyeders 
entspricht im anderen Polyeder ein Polygon, dessen Ebene durch 
jene Ecke geht. Solche reziproke Polyeder kommen in der Theorie 
des Fachwerks zur Anwendung (Abhandlung XI, Abschnitt 7). 

8. Die Abb. 19 und 20 zeigen die Projektionen von zwei 
reziproken Polyedern auf die zur geometrischen Summe O senk- 





Abb. 19. 



Abb 20. 



recht gestellte Ebene y- Um die Zeichnung deutlicher zu machen 
und nur die Eigenschaften zu zeigen, die hier in Betracht kommen, 
sind die beiden Projektionen parallel auseinander gezogen. Das eine 
Polyeder ist also dem anderen nicht um- und eingeschrieben. Die 
gegenseitigen Beziehungen der beiden Projektionen bestehen in fol- 
genden Eigenschaften: 

Den Kanten (i), (2), (3), (4) . . . des Polyeders I entsprechen die 
gleichgerichteten Kanten i, 2, 3, 4 . . . des Polyeders II. Den Ecken 

((I). (2), (3)), ((0, (4), (5)). ((2), (4), (6), (7)), ((5). (6), (8). (9)) . • . 
des Polyeders I entsprechen die Seitenpolygone (i, 2, 3), (i, 4, 5), 
(2, 4, 6, 7), (5, 6, 8, 9) . . . des Polyeders II. Ebenso entsprechen 
den Ecken (i, 2, 4), (2, 3, 11, 7), (i, 5, 9, 12, 3) - • • des Poly- 
eders II die Polygone ((i), (2), (4)), ((2), (3), (11), (7)), ((0, (5), 
(9), (12), (3)) ... des Polyeders I. 

Die Orqfien der konjugierten Strecken kommen bei diesen Be- 
ziehungen nicht in Betracht. 

9. Das Moment 

hat fiir alle konjugierten Streckenpaare einer Gruppe (P) dieselbe 
GroBe — [(P), (P)]. Diese GroBe kann dargestellt werden durch 
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den sechsfachen Rauminhalt des Tetraeders ABCD^ zu dessen 
Kanten die beiden Strecken Ki und K^ gehoren. 

In den Abb. 21 und 22 bezeichnen a und a die Grofien, welche 
nach Abschnitt 6 das Moment der beiden Achsen Aj, h^ bestimmen: 



[ii, h^ = a sin a. 

Die AufriBebene § ist also 
parallel zu den beiden Achsen ij, 
k^ gestellt. Die Grundflache des 
Tetraeders hat die Grofle 

ABG=^yK^a, 

wahrend seine Hohe 

D' F = K2 sin a 
ist. Der Rauminhalt ist folglich : 



Abb. 21. 




Abb. 22. 



A BC D = -^ K,K^ a sin a = -^~[KuK,l 

Diese Grofie andert sich nicht, wenn die Strecken Ki, K^ auf 
ihren Achsen nach Belieben verschoben werden. 



27. Zweites Beispiel. Gegeben sind eine Ebene a 
und ein nicht in ihr liegender Punkt A Die Achse hi soil 
durch den Punkt J. gehen, und die Achse ^ in der Ebene a 
liege n. Man wahlt ein Koordinatentetraeder, dessen Achsen Xy y, e 
im Punkte A sich schneiden, und dessen Achsen x\ y\ ^' in der 
Ebene a liegen. Dann sind gegeben: drei Koordinaten der Strecke Ki'. 

und drei Koordinaten der Strecke K^' 

A.2 = jT 2 = -^2 = 0. 



Die iibrigen sechs 


Koordinaten ergeben sich aus den 


Gleichungen 30): 




X, - X, 


r, - r, z,- z, 


X 2 X , 


Y\ — y; z'i — Z'. 


Demnach ist: 




A'l 


X :^Y :^ Z 


K2 


^ ■ X' 4: Y' 4: Z\ 
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28. Drittes Beispiel. Die Achse ki geht durch einen 
gegebenen Punkt A und die Achse k^ liegt unendlich fern. 
Wir wahlen das in Abb. 6 dargestellte Koordinatentetraeder und 
legen die Ecke A auf den gegebenen Punkt. Cegeben sind dann 
drei Koordinaten der Strecke Ki'. 

X\ = Y\ = Z\ = 

und nach den Gleichungen 14) die drei Projektionen der Strecke Ki 
auf die Achsen x^ y^ e: 






Die sechs Koordinaten der unendlich kleinen und unendlich fernen 
Strecke K^ werden darauf durch die Bedingungen der Gleich- 



wertigkeit: 
bestimmt: 



(P) = K,:^K^ 



X 



= X— Z, = (Z' — F') l/i_ 

z,=z-^, = (r'-xo]/-^ 

X'e = X\ r, = Y\ Z\ = Z'. 

29. Viertes Beispiel. Die Ebene der unendlich kleinen 
und unendlich fernen Strecke K^ soil rechtwinklig zur 
Achse Ai gestellt sein. Die Aufgabe ist hestimmt, weil aufier 
den fiinf voneinander unabhangigen Koordinaten der Strecke Ki 
nur noch das Hauptmoment [4i, K^ der unendlich fernen Strecke K^ 
unbekannt ist. Eine jede unendlich kleine Bewegung (P) eines 
starren Korpers besteht demnach aus einer Drehung urn eine Achse k^ 
mit der Drehgeschwindigkeit Ki verbunden niit einer Parallel- 
verschiebung in der Richtung der Drehachse ki mit der Geschwin- 
digkeit [4i, K^. Sie ist also eine unendlich VltmG Schrauhenbewegung, 
die bestimmt wird durch die Lage der Schraubenachse ij, die 
Drehgeschwindigkeit Ki und die Schubgeschwindigkeit [4^, K^ der 
Schraubenachse. Die Bewegung kann dargestellt werden durch zwei 



(33) 
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Strecken auf der Schraubenachse ki : durch die Drehgeschwindigkeit 
Ki und die Schubgeschwindigkeit: 

der Schraubenachse. Die Bewegung ist die einer rechtsgangigen 
oder einer linksgangigen Schraube, je nachdem die beiden Strecken 
Ki und S dem Sinne nach gleich oder einander entgegengesetzt 
sind. Wir geben der Achse Aj den Sinn der Strecke K^. Das 
positive Vorzeichen der Schubgeschwindigkeit S bestimmt also eine 
rccAtegangige Schraubenbewegung. 

Da die Strecke K% gleich null ist, so wird, wie im dritten Bei- 
spiel, Ki nach Grofie, Richtung und Sinn durch die geometrische 
Summe G der Streckengruppe (P) bestimmt. Daher haben die 
Projektionen Kx, Ky, K^ der Strecke JSTj nach den Gleichungen 14) 
die Werte: 

z» = (?, = r+(Z'-x')]/y 
z, = ff. = ^ -f (X' - ro |/1 

woraus folgt: 

K, = -^ XKl+Kf^K^. (34) 

Das Vorzeichen von Ki ist positiv, weil diese Strecke den 
Sinn der Achse hi hat. Wir bestimmen ferner die Schubgeschwindig- 
keit S der Schraubenachse aus Gleichung 12): 

[(P), (P)] = 2 K, [h, K,-\ = 2 cm [X X' + YY' + Z Z') 

S=\ki, Z2] = 1 cm ^—j^ ' (35) 

Da die beiden Strecken jSTj und 8 auf einer Achse liegen, so 
werden die Projektionen 8x^ 8^, 8z der Schubgeschwindigkeit 8 be- 
stimmt durch die Proportionen : 

8x1 8,: 8^: 8 = Kxi Kyi K,: Ki. (36) 

8x, 8yf 8z bezeichnen nach Abschnitt 15 die Schubgeschwindig- 
keiten X*^ • i cm, T'^ • i cm, Z'2 • i cm, die den Achsen x, y, £ 
durch die Parallelverschiebung erteilt werden. Daher ist 

X'2=:^, Y;=^-, Z;=^, (37) 

^ 1 cm 1 cm ' 1 cm ^ ' 
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wahrend die drei anderen Koordinaten der unendlich kleinen 
Strecke jKj nach den Gleichungen 21) bestimmt werden: 



X, = {z\ - Y\) j/i- , r, = ( x'j - z',) y -^- , 



'2 



= ( r'2 - X',) |/i- . 



(38) 



Endlich ergeben sich die Koordinaten der Strecke K^ aus den 
Gleichungen 30). 

Wenn die Strecken P und K Krdfte bezeichnen, die auf einen 
starren Korper wirken, so andert sich an den vorstehenden Be- 
ziehungen nichts. Auch die Bezeichnung von h^ als Schrauhenachse 
der Kraftegruppe (P) kann beibehalten werden, obgleich die Be- 
zeichnung Zentrcdachse gebrauchlicher ist. An die Stelle der Dreh- 
geschwindigkeiten , der Schubgeschwindigkeiten und der Punkt- 
geschwindigkeiten treten die Krafte, die Momente und die Haupt- 
momente der Kraftegruppe. 

30. Eigenschaften der gleichzeitigen Geschwindig- 
keiten der Punkte eines starren Korpers. Zieht man (Abb. 23 
und 24) von irgend einem Punkte aus die Strecken oa, o&, oc, od , , ., 



Abb. 23. 



Abb. 25. 




welche die gleichzeitigen Geschwindigkeiten der Korperpunkte 
A\ B\ C\ D* . . . nach Grofle, Richtung und Sinn darstellen, so liegen 
die Endpunkte a, 6, 0, d . . . aller dieser Geschwindigkeitsstrecken 
in einer zur Schrauhenachse der unendlich kleinen Bewegung normal 
gestellten Ebene y. Denn die Geschwindigkeit oa eines jeden 
Korperpunktes A* laflt sich zerlegen in die Schubgeschwindigkeit od 

Mohr: Abhandl. a. d. Gebiete d. technischen MechAnik. 3 
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der Schraubenachse und in eine zweite zur Schraubenachse senk- 
recht gerichtete Komponente da. Durch die Ebene abc ist sonach 
die Richtung od der Schraubenachse und Grofle und Sinn ihrer 
Schubgeschwindigkeit od bestimmt. In den Abb. 25 und 26 sind 
die Korperpunkte A*, B\ C* im Grundrifl und Aufrifl dargestellt, 
und D'D bezeichnet die zur Ebene ;' normal gerichtete Schrauben- 
achse. Die Strecken da, db, dc (Abb. 24) bestimmen die Ge- 
schwindigkeitskomponenten der Korperpunkte A\ B\ C* parallel 
zur Ebene y Diese Geschwindigkeitsstrecken sind zu den Strecken 
DA, DB, DC senkrecht gerichtet und den genannten Strecken 
proportional. Demnach sind die Vierecke dabc und DABC in den 
Abb. 24 und 26 geometrisch ahnlich und gegeneinander um 90 ^ 
gedreht. 

Aus den gleichzeitigen Geschwindigkeiten oa, o&, oc dreier 
Korperpunkte bestimmt man demnach die augenblickliche Schrauben- 
bewegung des Korpers auf folgendem Wege. Nachdem in den 
Abb. 23 und 24 Grofle, Richtung und Sinn der Schubgeschwindig- 
keit 8 der Schraubenachse durch die Strecke od ermittelt worden 
sind, werden die drei Korperpunkte A\ B*, C* (Abb. 25) rechtwinkhg 
auf die Ebene y projiziert. Die Bedingung 

DABC^dabc 

bestimmt dann den Schnittpunkt D der Schraubenachse k^ mit der 
Ebene y. Die Drehgeschwindigkeit Ki des Korpers um die Schrauben- 
achse ergibt sich schliefllich durch einen der Werte 

^ da db dc 

^' ^ ~DA ~ 'WB ^ ~^C" 

Der Sinn der Geschwindigkeiten bestimmt den Sinn der Drehung. 

31. Einige Eigenschaften der Schraubenbewegung. 
Die Langenstrecke J? auf der Schraubenachse, die durch den Quotienten 

8 

aus der Schubgeschwindigkeit 8 und der Drehgeschwindigkeit E^ 

der Schraubenbewegung bestimmt wird, heiflt der Parameter der 

Bewegung (P). Ware diese Bewegung nicht unendlich klein, son- 

dern von endlicher Grofle, so wiirde die Dauer einer'vollen Um- 

2 n 
drehung der Schraube -^- Sekunden betragen. Der Schubweg der 

Schraubenachse wahrend einer Umdrehung oder die 8t€igung der 
Schraube hat demnach die GroBe 
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S ^~=2p7t. (40) 

Die Schubgeschwindigkeii irgend einer Achse q^ deren Lage 
gegen die Schraubenachse ki nach Abschnitt 6 durch die GroBen a 
und a bestimmt wird, hat den Wert 

b) (P)] = -K"! (a sin a + ^ cos a); (41) 

denn 

[g, -^i] = Ki a sin a 

ist die Schubgeschwindigkeit der Achse q infolge der Drehung Ki, 
wahrend die Parallelverschiebung S der Achse q die Schub- 
geschwindigkeit 

S cos a = Kip cos a 

erteilt. In Gleichung 41) sind die Vorzeichen von p, sin a und cos a 
zu beachten. Die GrolBen a und Ki haben stets das positive Vor- 
zeichen. 

Alle NuUachsen der Streckengruppe (P) sind durch die Gleichung 

a sin a -{-p cos a = 



Oder 



tga = -|- (42) 



bestimmt. 

Jede Achse, welche die Schraubenachse rechtwinklig schneidet, 
ist eine NuUachse der Streckenpruppe; denn Gleichung 42) fordert 

tga = cx>, 
wenn 

a = 
ist. 

Jede Achse jii die mit dem kiirzesten Abstande b zwischen 
zwei konjugierten Achsen k^, k^ zusammenfallt, schneidet die 
Schraubenachse ki rechtwinklig. Denn diese Achse qi ist rechtwinklig 
gerichtet zu den Strecken JK^, K^, folglich auch zur geometrischen 
Summe Ki jener beiden Strecken, und da ji cine Nullachse ist, so 
muB sie die Schraubenachse ki schneiden. 

Bezeichnet g, eine zweite Achse, die mit dem kiirzesten Ab- 
stande c zwischen zwei anderen konjugierten Achsen ^5, k^ zusammen- 
fallt, so fallt die Schraubenachse ki mit dem kiirzesten Abstande 
zwischen qi und q^ zusammen. Denn die Schraubenachse ki wird 
von den beiden Achsen qi und q^ rechtwinklig geschnitten. 

32. Die Bedingungen des Gleichgewichtes eines starren 
Korpers bei beschrankter Bewegungsfreiheit. Wenn ein 

3* 
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starrer Korper A voile Bewegungsfreiheit hat, so kann jede seiner 
unendlich kleinen Bewegungen (JS) zusammengesetzt werden aus 
Drehungen um seeks voneinander unabhangige Achsen oder aus 
sechs voneinander unabhangigen Schraubenbewegungen (i2i), 
(i^a) .... (i^e)? ^- ^' ^^^ kann die sechs Zahlen qi, Qi - - > Qe so 
wahlen, dafi die Bedingung 

erfiillt wird; denn die sechs Bedingungen der Gleichwertigkeit be- 
stimmen die sechs .unbekannten Zahlen q. Die sechs Bewegungen 
(-Bj), (-Bg) . . . (jSg) sind undbhdngig voneinander, wenn es unmoglich 
ist, die Ruhebedingung 

zu erfiillen. Von einem Korper mit voUer Bewegungsfreiheit sagt 
man daher, seine Bewegung hat sechs Freiheitsgrade , d. h. er kann 
sechs voneinander unabhangige und folglich alle moglichen Be- 
wegungen ausfiihren. In einem solchen Falle sind sechs Gleichungen 
notig, um die Bedingungen des Gleichgewichts der auf den Korper 
wirkenden Krafte (P) auszudriicken. Man kann diesen sechs Be- 
dingungen die Form geben: 

= [(P). {R,)] = [(P). (R,)] = . . . = [(P), (ij;,)]. 

d. h. die Arbeitsgeschwindigkeit der Kraftegruppe (P) mufl bei 
jeder der sechs unendlich kleinen und voneinander unabhangigen 
Bewegungen gleich null sein. 

Die Bewegung des Korpers A kann heschrankt werden durch 
Beriihrung mit anderen starren und festliegenden Korpern. Wir 
nehmen z. B. an, der Korper A sei genotigt, mit vier anderen 
Korpern J.^, A^^ Jlj, A^ in Beriihrung zu bleiben, die Beriihrung 
sei reihungslos und die vier Achsen ^i, 52, s^, s^, welche durch die 
Beruhrungspunkte senkrecht zu den unendlich kleinen Beriihrungs- 
flachen gelegt werden, seien unahhdngig voneinander. Bei jeder 
dAnn noch moglichen Bewegung des Korpers A haben die starr mit 
ihm verbundenen Achsen s keine Schubgeschwindigkeit, sie sind 
also Nullachsen jeder moglichen Bewegung. Es bleiben in diesem 
Falle, wie im Abschnitt 21 sich ergab, nur 

6 — 4 = 2 
voneinander unabhangige Bewegungen (Q) und (Qi) ubrig, welche 
durch die vier Nullachsen Si, s^y s^j 54 bestimmt sind. Der Korper J. 
hat also nur 2:wei Freiheitsgrade. Zu den Kraften (P), die auf den 
Korper J. einwirken, kommen dann noch die vier Stutzkrafte iSi, /Si, 
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^3» ^4» welche von den Korpern Aiy A^, A^, A^^ auf den Korper A 
in den Achsen Sif Sf, s^, s^ iibertragen werden. Zwischen den 
samtlichen auf den Korper A einwirkenden Kraften (P) und (8) 
bleiben selbstverstandlich die seeks Gleichgewichtsbedingungen be- 
stehen. Aber unter diesen sechs Bedingungen lassen sich nur ^toeij 
namlich elensoviele wie Freihetisgrade vorhanden sind, bilden, die nur 
die Krafte (P) und nicht die Stiitzkrafte (^S) enthalten. Es sind 
dies die Gleichungen: 

[(P). («)] = 0. [(P). mi = 0, 

aus welchen die Krafte (/S) herausfallen, weil die Schubgeschwindig- 
keiten der Achsen s in den Bewegungen (0 und (Qi) gleich null sind. 

33. Literarische Notizen. 

Der wesentliche Inhalt der vorstehenden Abhandlung findet 
sich in meinem Aufsatze: Theorie der StrecJcensysteme^ Zivilingenieur 
1888, S. 691. 

Zu weiteren Studien sind besonders zu empfehlen: 

Fiedler, Oeometrie und Geomechanik. Vierteljahrsschrift der natur- 
forschenden Gesellschaft in Zurich, 1876, S. 186; diese Ab- 
handlung enthalt eine ausfuhrliche Wurdigung der einschlagigen 
umfangreichen Literatur. 

Poinsx)t^ Elements de Statique, achte Auflage, Paris 1842; enthalt 
als Anhang die beiden wichtigen Abhandlungen: Sur la com- 
position des moments et des aires, und Thiorie nouvelles de 
la rotation des corps, die auch im Journal de I'icole poly- 
technique 1806 und 1834 veroffentlicht wurden. 

Mobius, Lehrbuch der Staiik^ 1837; Gesammelte Werke, Bd. 3; be- 
sonders wichtig ist Kapitel VI, die Theorie der Momente. 

Chasles^ Proprietes geomitriques relatives au mouvement infiniment 
petit Sun corps solide dans Vespace, Comptes rendus 1843 P- 1420. 

Die hier ohne Beweis mitgeteilten Eigenschaften werden be- 
wiesen von: 

E, de Jonquieres, Melanges de g^ometrie pure, Paris 1856. 

Plucker^ Neue Oeometrie des Baumes, 1868; insbesondere die Linien- 
Komplexe des ersten Grades, S. i — 148. 

Ball, The Theorie of Screws, Dublin 1876. 

Schell, Theoretische Mechanik, 1879; insbesondere erster Teil: Geo- 
metric der Streckensysteme. 
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E. Timer ding ^ Oeometrische Elemente der Staiik und Kinematik des 
starren Eorpers^ Encyclopadie der Mathematischen Wissen- 
schaften, Bd. IV, 2. 

In den Werken von Schell und Timerding linden sich ausfiihrliche 

Literaturangaben. 

Auf einzelne Abschnitte der vorstehenden Abhandlung beziehen 
sich folgende Notizen: 

Mohius verdanken wir: 

die Begriffe Achse und StrecJce, Gesammelte Werke, Bd. I, S. 25, 

die Darstellung der Drehgeschwindigkeit eines Korpers durch eine 

Strecke, Bd. I, S. 552, 

den Begriff der SchubgeschwindigheU einer Achse und ihre Bestim- 

mung durch die Projektion der Geschwindigkeit eines ihrer Punkte, 

Bd. I, S. 558 und Bd. HI, S. 265, 

die Eigenschaften der Geschwindigkeitskugeln, der NuUachsen und 

der Nullebenen der Korperpunkte, Bd. Ill, S. 106 und 118, 

endlich die Darstellung der Schubgeschwindigkeit einer Achse als 

das Moment der Drehgeschwindigkeitsstrecke; Bd. I, S. 558 und 

Bd. Ill, S. 265. 

Der Satz, daB unendlich kleine Drehungen eines starren Korpers 
sich zusammensetzen wie Krafte, wurde in die deutsche Literatur 
eingefiihrt durch Mobius, Bd. I, S. 545 und Bd. Ill, S. 263. Nach 
einer Notiz von ihm, entnommen aus Ide, System der reinen und 
angewandten Mechanik fester Eorper^ ist dieser Satz sehr alt und 
stammt aus Italien. Es ware von Interesse, den Ursprung kennen 
zu lernen. 

Die tetraedrischen Koordinaten in der von uns benutzten Form 
wurden eingefiihrt durch Zeuthen, Notes sur un syst^ime de coor- 
donn^es lin^aires dans Tespace, Mathematische Annalen 1869, S. 432; 
in einer anderen Form von Cayley, On the six coordinates of a Hne, 
Transactions of the Cambridge Philosophical Society, T. XI, p. 290. 

Die Poinsotsche Darstellung einer Kraftegruppe durch sechs 
Koordinaten, namlich durch drei endliche Krafte in den Achsen 
eines Koordinatensystems und drei unendlich kleine Krafte in den 
unendlich fernen Geraden der Koordinatenebenen, unterscheidet sich 
von der Cayley-Zeuthenschen ubrigens nur durch die Grofie des 
Koordinatentetraeders. Sowohl Zeuthen als auch Cayley bestimmen 
die Momente der Streckengruppen durch ihre Koordinaten. 

Die Bedeutung des Momentes zweier Streckengruppen als 
Arbeitsgeschwindigkeit erkannte Klein ^ Notiz ^ heireffend den Zu- 
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sammenhang der Liniengeometrie mit der Mechanik starrer Korper^ 
Mathematische Annalen, 1871, S. 413. 

Die Abhangigkeit der Achsen voneinander behandelte zuerst 
Mobius, Bd. Ill, S. 137. 

Eine graphische Losung der im Abschnitt 22 behandelten Auf- 
gabe findet sich in meinem Aufsatz: Eine Aufgahe der graphischen 
Statih, Zivilingenieur 1889, S. 237. 

Die Eigenschaften der konjugierten Achsen und Strecken, die 
zum Teil bereits von Mobius abgeleitet waren, Bd. Ill, S. 118, bilden 
die Grundlage der obengenannten Abhandlung von Chasles. 

Die Bedingung, unter der eine Kraftegruppe diirch eine gleich- 
wertige Einzelkraft ersetzt werden kann, ist schon von Poinsot an- 
gegeben worden. Von Poinsot wurden auch die Ersetzung einer 
Kraftegruppe durch eine Einzelkraft in Verbindung mit einem zur 
Einzelkraft normal gestellten Kraftepaar und die wichtigsten Eigen- 
schaften der Zentralachse entdeckt; Elements de statique, p. jG 
und 136. 

Nachdem fast gleichzeitig von d^Alembertf Traitd de la pre- 
cession des equinoxes, 1749, und von Euler, Ddcouverte d'un nou- 
veau principe de M^canique, Mdmoires de I'Academie de Berlin 1750, 
gefunden war, dafl jede unendlich kleine Bewegung eines starren 
Korpers um einen festen Punkt eine Drehung um eine durch diesen 
Punkt gehende Achse bildet, wurde die Darstellung einer jeden 
unendlich kleinen Bewegung eines Korpers als Schraubenbewegung 
zuerst von dem Italiener Guilio Moezi, Discorso matematico sopra 
il rotamento dei corpi, Napoli 1763, nachgewiesen. Diese Ent- 
deckung blieb unbeachtet und wurde viel spater von Cauchy^ Exer- 
cises de Math^matiques 1827, T. II p. 87, noch einmal gemacht. 
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Abhandlung IL 



Die GrundzOge der graphischen Statik. 

I. Einleitende Bemerkungen. Die graphische Statik im 
weiteren Sinne lost statische Aufgaben auf zeichnerischem Wege. 
Die Methoden, die hierbei regelmafiig oder doch haufig zur An- 
wendung kommen, bilden den Gegenstand der vorliegenden Ab- 
handlung. In erster Linie gehoren hierher die Regeln fiir die Zu- 
sammensetzung und Zerlegung von Kraftegruppen und fiir die 
Bildung von Gleichgewichtsgruppen. Diese Aufgaben stehen in 
engem Zusammenhange miteinander. In (I, i6), d. h. im Ab- 
schnitt i6 der Abhandlung I, wurde fiir die Darstellung der Tat- 
sache, dafi ein starrer Korper unter Einwirkung einer Kraftegruppe 
im Gleichgewicht sich befindet, der Ausdruck 

eingefiihrt. Da die Bedeutung desselben darin besteht, dafi bei 
jeder unendlich kleinen Bewegung des starren Korpers die oLgebraische 
Summe der Arbeitsgeschwindigkeiten aller Krafte der Gruppe gleich 
null ist, so darf ein solcher Ausdruck nach den Regeln der alge- 
braischen Summierung umgeformt werden. Es folgt z. B. daraus: 

-ff p. = Pi + -P> + -Ps + ^^4 

und 

Pi 4= P3 t P, n 4+ Pa 4f P4. 

Die gewendeie Kraft P5 ist also die Resultante der vier Krafte Pj, 
Pa, P3, P4, und die beiden Kraftegruppen, die von P^, P3, P5 und 
von den getvendeten Kraften P^, P4 gebildet werden, sind gleickwcrtig. 
Es folgt ferner, dafi die Reihenfolge der Zusammensetzung gleich- 
giiltig ist. 

Bei der Zusammensetzung von Kraftegruppen und bei der 
Bildung von Gleichgewichtsgruppen kommen nur Lage, Grofie und 
Sinn der Krafte, dagegen nicht die Lage der Angriffspunkte auf 
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den Kraftachsen in Betracht; denn je zwei Krafte auf einer Geraden, 
die nach Grofie und Sinn iibereinstimmen, sind gleichwertig (I, 2, 3, 10). 

Mit Riicksicht auf die Einfachheit und Deutlichkeit der Zeich- 
nungen empfiehlt es sich, bei alien graphostatischen Darstellungen 
den Lageplan von dem Krdfteplan zu trennen, also die Lage der 
Kraftachsen in eifier Zeichnung, dem Lageplan, und GroBe, Richtung 
und Sinn der Krafte in einer jsweiten Zeichnung, dem Krafteplan, 
zur Anschauung zu bringen. In den Abbildungen tragen die Lage- 
plane und die Krafteplane die abgekiirzten Bezeichnungen L und K. 

Aus dem Inhalt der Abhandlung I werden ferner die folgenden 
Satze entnommen. 

Die rechtwinkligen Projektionen von zwei gleichwertigen Krafte- 
gruppen auf irgend eine Ebene bilden wieder zwei gleichwertige 
Gruppen (I, 13). 

Gleichwertige Kraftegruppen haben gleiche geometrische 
Summen (I, 13). 

Die rechtwinklige Projektion einer Gleichgewichtsgruppe auf 
irgend eine Ebene bildet wieder eine Gleichgewichtsgruppe (I, 16). 

Die geometrische Summe einer Gleichgewichtsgruppe hat die 
GroBe null (i, 16). 



A. Ebene Krftftegruppen. 

2. Die Zusammensetzung einer gegebenen Krafte- 
gruppe zu ihrer Resultanten. Die Achsen jh^ Ih^ Pst Pi der 
gegebenen Krafte P^ , Pj , Pj , P4 sind im Lagej)lan (Abb. i) dar- 
gestellt. Es ist nicht notig, den Sinn der Achsen in Uebereinstimmung 
mit dem gegebenen Sinn der Krafte im Lageplan anzugeben; es 
geschieht aber gewohnlich, weil die Zeichnung dadurch an Ueber- 
sichtlichkeit gewinnt. Die Reihenfolge der Zusammensetzung wird 
durch die Numerierung der Krafte angegeben. Zuweilen ist diese 
Reihenfolge durch den Zweck der Aufgabe gegeben. Ist dies nicht 
der Fall, so wird die Reihenfolge so gewahlt, dafl die in Betracht 
kommenden Schnittpunkte der Kraftachsen moglichst bequem und 
sicher festzulegen sind. Um die Resultante R der gegebenen Krafte- 
gruppe zu bestimmen, bildet man nacheinander die Gruppen 

^,^:5, + P, P,:\pP,:^P, 
R^ S,:^P,- P, 4 P, i:P, 4:P,. 
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Die Kraft S^ wird nach Grdfle, Richtung und Sinn durch die 
im Krafteplan (Abb. 2) gebildete geometrische Summe von Pj 
und Pg und darauf ihrer Lage nach durch den Schnittpunkt A der 




L. Abb. I. 



K. Abb. 2. 



beiden Kraftachsen p^^ p^ (Abb. i) bestimmt. (I, 19). In gleicher 
Weise ergibt sich GroBe, Richtung und Sinn der Kraft S^ durch 
die geometrische Summe von P^, P^, P3 im Krafteplan, und darauf 
ihre Lage s^ durch den Schnittpunkt B der Achsen 5^ und p^ im 
Lageplan. Endlich wird die Resultante R bestimmt durch die 
geometrische Summe der Krafte P^, Pg, P3, P4 und durch den 
Schnittpunkt C der Achsen s^ und p^, 

3. Das Seilpolygon. Wenn die Schnittpunkte A, P, C der 
Kraftachsen im Lageplan (Abb. i) nicht auf das Zeichnungsblatt 




K. Abb. 4. 



L. Abb. 3 



fallen oder wegen Kleinheit der Schnittwinkel nur unsicher zu er- 
mitteln sind, so fiigt man zu der gegebenen Kraftegruppe Pj , Pg , 
Pg, P4 (Abb. 3, 4, 5) eine Gleichgefvichisgruppe: 

von geeigneter Lage hinzu, wodurch die Resultante der Gruppe 
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nicht geandert wird (II, i). Man bildet also, wie im vorigen Ab- 
schnitt beschrieben worden ist, die Gruppen: 

So = /Sj 4^ Pj 

si i.- S, t P-2 ± S, tPy^P, 
Si -- Si 4^ P;, = Si \: Fi :\: F^ ^ P;, 
S, ^ S,:\:P,zzSi t: P, + P, 4: P, :|: P, 
R.:s,^ Si .- Si t -Pi + P, + P3 t P4 4+ -»!. 
wodurch zugleich die Resultante: 

i? ^ Pi t p, + P3 4: p, 

bestimmt wird. Die Grofle der Kraft Si und die Lage ihrer 
Achse ^1 sind so zu wahlen, daB die Schnittpunkte A, By C, D, E 
im Lageplan bequem und sicher festzulegen sind; im iibrigen ist 
die Wahl willkiirlich. 

Die Abbildungen 4 u. 5 zeigen zwei verschiedene Anordnungen 
des Krafteplans. In Abb. 4 sind die Summierungsdreiecke der 
Gruppen: 

Si :\: Pi^iz S2, /Sg 4^ Po 7= /S^a , S^ :\: P3 : z S4, 

S,-^P,-:3S,y ^S,:\:S,r_R 

so angeordnet und aneinander gesetzt, daj3 das Summierungspolygon 

Pi^P,:\:P,^P,^R 

durch die Krdfte Si und -H- Si nicht unterbrochen wird. Die Krafte 
Sij Sq^ S^j /S4, S^ gehen also von einem gemeinschaftlichen An- 
fangspunkte 0, dem Pol des Krafteplans^ aus. In der gweiien An- 
ordnung (Abb. 5) sind die Kraftedreiecke so angeordnet und anein- 
ander gesetzt, dafi sie einander nicht decken. Die Aufeinanderfolge 
der Krafte bei der geometrischen Summierung ist also folgende: 

^1 4= ^i ^^ ^^2 » iSj ij: Pg ^^ ^3 , Ss :\: Ps^^ S^j 

Si 4= -Pi =-- ^5 » S^ -H- Si ~~ jR. 
Diese Anordnung gewahrt den Vorteil der grofieren Uebersichtlich- 
keit, wodurch Fluchtigkeitsfehler vermieden werden. Dagegen ist 
der ersten Anordnung der Vorzug zu geben, wenn es die Absicht 
ist, nicht nur die Resultante der ganzen Kraftegruppe zu bestimmen, 
sondern auBerdem die Resultante einer jeden Teilgruppe von 
Kraften, die bei der Zusammensetzung aufeinander folgen. Um bei- 
spielsweise die Resultante JSj der Kraftegruppe P^, Pj, P3 zu er- 
mitteln, hat man zu beachten, daB: 

s, _- 5, t -Pi + A + Pz 

Oder: 

s, ^ Si - 1\ 4: P, 4: P, --: Ri 
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ist. Die Achse r^ der Resultante R^ geht also ini Lageplan durch 
den Schnittpunkt der beiden Achsen s^ und s^. Im Krafteplan der 
Abb. 4 kann Grofie, Richtung und Sinn von R^ ohne weiteres durch 
die geometrische Summe 

bestimmt werden, wahrend bei der Anordnung der Abb. 5 es notig 
wird, zu der geometrischen Summe der Krafte P^ , 5^ , Pg , Ps noch 
die Kraft +f- 8^ hinzuzufugen. 

Dem Polygon der Achsen ^^ , 5^ , ^3 . . . im Lageplan hat man 
den Namen Seilpolygon gegeben, weil ein Seil von dieser Form 
unter Einwirkung der Krafte P im Gleichgewicht sich befinden 
wiirde, wenn es imstande ware, nicht nur Zughrafte, sondern auch 
Druckkrdfte zu iibertragen. Die Krafte S^, S^, S^ . , , werden Seil- 
krafte genannt. Da die erste Seilkraft S^ nach Belieben gewahlt 
wird, so lassen sich fiir eine Kraftegruppe (P) unendlich viele ver- 
schiedene Seilpolygone bilden. 

4. Ebene Gleichgewichtsgruppen. Jede ebene Krafte- 
gruppe laBt sich zu einer Resultanten zusammensetzen (I, 24). Die 
Bedingung, daB ein starrer Korper unter Einwirkung einer ebenen 
Kraftegruppe im Gleichgewicht sich befinde, oder dafl diese Gruppe 
nullwertig sei, wird also erftillt, wenn die Resultante die Grofie null 
hat und nicht unendlich fern liegt, d. h. wenn sie nicht einem Krafte- 
paare gleichwertig ist. Die erste Bedingung kann durch ztvei 
Gleichungen dargestellt werden, welche ausdriicken, dafi die alge- 
braischen Summen der Projektionen aller Krafte der Gruppe in 
bezug auf zwei Achsen der Ebene gleich null sind. Die zweite 
Bedingung erfordert eine Momentengleichung. 

In besonderen Fallen nimmt eine oder es nehmen zwei dieser 

Gleichungen die Form 

= 

an, und die Anzahl der Gleichgewichtsbedingungen ermafligt sich 

danff auf zwei oder eins. 

Gehen alle Achsen der Krafte durch einen nicht unendlich 
fernen Punkt, so kann die Resultante kein Kraftepaar sein, und es 
fallt dann also die Momentengleichung fort. Sind alle Achsen 
parallel, so kann durch eine Gleichung ausgedriickt werden, dafl die 
geometrische Summe der Gruppe gleich null ist. In diesen beiden 
Fallen bestehen demnach jswei Gleichgewichtsbedingungen. 

Fallen die Achsen aller Krafte mit einer Achse zusammen, so 
bleibt die einzige Bedingung, dafl die algebraische Summe der Krafte 
gleich null sein mufl. 
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In jedem anderen Falle ist die Anzahl der Gleichgewichts- 
bedingungen drei. Eine statische Aufgabe, die sich auf das Gleich- 
gewicht einer ebenen Kraftegruppe bezieht, ist also im allgemeinen 
nur dann bestimmt, wenn sie nicht mehr und nicht weniger als drei 
unbekannte Grofien enthalt. Hierbei ist zu beachten, daB eine un- 
bekannte Kraft, von der man nur weifi, daB sie in einer gegebenen 
Ebene liegt, drei unbekannte GroBen enthalt. Die Zahl der Unbe- 
kannten ist jstoeiy wenn die Kraft durch einen gegebenen Punkt der 
Ebene gehen soil, und dns, wenn sie mit einer gegebenen Achse 
zusam men fallen muB. 

Die graphische Losung einer Gleichgewichtsaufgabe wird da- 
mit eingeleitet, daB alle gegebenen Krafte der Gleichgewichtsgruppe 
zu ihrer Resultanten R zusammengesetzt werden. Diese Gruppe 
enthalt dann auBer der bekannten Kraft R hochstens drei Krafte Pj, 
Pgt P^t 3Uf die sich die drei unbekannten GroBen der Aufgabe ver- 
teilen. Die wichtigsten Formen der Gleichgewichtsaufgabe: 

sind demnach folgende drei: 

Ersiens: R^P^^O. 

Die Gleichgewichtsgruppe enthalt nur eine unbekannte Kraft P^, 
von der Lage, GroBe und Sinn zu bestimmen sind. Die Losung 
dieser Aufgabe: 

Pi~-^R 
ist bereits in den vorhergehenden beiden Abschnitten enthalten: 
Man bestimmt die Resultante R der gegebenen Krafte und wendet 
den Sinn derselben. 



Zweitens: 



BtP^ti": 



2 



0. 



Die unbekannte Kraft P^ geht durch einen gegebenen Punkt A, und die 
unbekannte Kraft Pj fdllt mit einer gegebenen Achse p^ zusammen. 




L. Abb. 6. 



K. Abb. 7. 
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Erstere enthalt demnach zwei unbekannte Grofien, letztere nur eine. 
Abb. 6 zeigt ein Beispiel. Der Dachbinder AF tragt die gegebenen 
Lasten Pg, P4, P5. Er ruht auf einer festen Stiitze A und einer 
reibungslosen Gleitstiitze F. Die Stiitzkraft P^ hat also eine un- 
bekannte, die Stiitzkraft P^ dagegen eine gegehene Richtung. Urn 
diese beiden Stiitzkrafte zu bestimmen, verbindet man die gegebenen 
Lasten Pj, P4, P5 durch ein Seilpolygon 5^, s^, s^, 54 und legt die 
erste Seite s^ durch den gegebenen Punkt A, Demnach ist: 

und aus der Gleichgewichtsbedingung : 

Pi + P, + Ps 4: P, t P5 f= 

folgt: 

Oder: 

^1 +f- Pi ^ Pg 4^ S^ --- Ss f 

d. h. die Resultante S^ der beiden Krafte 84^ und P^ ist gleichwertig 
Oder mufi zusammenfallen mit der Resultanten aus der Kraft 8^ 
und der gewendeten Kraft P^. Die Achse ^5 wird bestimmt durch 
die beiden Schnittpunkte A und E der Achsen 5^, p^ und 54, p^- 
Demnach konnen im Krafteplan (Abb. 7) die beiden Kraftedreiecke : 

8s ^8,^ P, und 8^ - - P, 4: /S'4 
gebildet und die beiden unbekannten Krafte Pj , P^ bestimmt werden. 

Die geometrische Gleichgewichtsbedingung, die hier zur An- 
wendung gebracht wurde, kann ausgesprochen werden durch den 
Satz : Das 8eilpolygon einer Oleichgewichtsgruppe mufi ein geschlossenes 
Polygon bilden, und dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus der 
Ueberlegung, daB irgend eine Kraft /S5 zusammengesetzt mit einer 
nullwertigen Kraftegruppe als Resultante wieder die Kraft 8^ er- 
geben mufi. Demgcmafi nennt man die letzte Seite s^ eines solchen 
Seilpolygons die 8chlufilinie desselben. 

Sind in der vorstehenden Aufgabe alle ftinf Krafte parallel, 
z. B. lotrecht, so bleibt die Losung unverandert. In diesem Falle 
ist es jedoch unnotig, die erste Seilpolygonseite Si durch den 
Punkt A zu legen, weil die Richtung der Achse 2h gegeben und 
also ihr Schnittpunkt mit s^ auch bei jeder anderen Lage des Seil- 
polygons bestimmt ist. 

Driitens: iJ t ^i + A + A ^ 0. 

Die drei unbekannten Krafte P^ , P2 , P3 fallen mit gegebenen Achsen 
Vii Pa* Ps ^usammeny enthalten also je eine unbekannte GroBe. 
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Abb. 8 zeigt ein Beispiel. Die Gleichgewichtsgruppe besteht aus 
der gegebenen Stiitzkraft P^, den beiden gegebenen Lasten P5, Pg 
und den drei unbekannten Stabkraften P^, P^, Pj. Durch das Seil- 




L. Abb. 8. 



JU L. Abb. 9. 



— • * 



p. 

K. Abb. II. 



K. Abb. [O. 



polygon 5j, ^2, Sly 54 (Abb. 9) mit dem zugehorigen Krafteplan 
(Abb. 10) wird die Resultante 

der gegebenen Krafte bestimmt. Aus der Gleichgewichtsbedingung: 

R^P,^P,-i;:P,-Q 
folgt: 

JB 4: P3 ^ 4+ Pi 4+ Pa eJ Q, 

d. h. die Resultante Q der beiden Krafte 22 und P3 fallt zusammen 
mit der Resultanten der beiden gewendeien Krafte P^ und P^. Nach- 
dem die Achse q (Abb. 8) durch die beiden Schnittpunkte B und C 
der Krafte 22, P3 und P^, P^ bestimmt worden ist, konnen durch 
die beiden Kraftedreiecke der Gruppen: 

22 + Ps :2 Q und P, 4: P^ = 4f Q 
(Abb. 10) die unbekannten Krafte P^, Pj, P3 bestimmt werden. 
Der Losung konnen noch zwei andere Formen gegeben werden, 
indem man in gleicher Weise die Kraftedreiecke der Gruppen: 

B^P,^-^P,i^P,nQ, 



und 



22 4:P3_-_4fPi-H-P3"^(?s 



4K 

bildet. Fiir die zuletzt genannten 
Oder wenigstens nicht bequem au( 
der Achsen r, p^ nicht auf das Zi 
Achse g^ nicht ohne weiteres festge! 

Es kommt insbesondere bei 
nicht selten der Fall vor, daB kein 
quern festgelegt werden kann, wei 
dazu fchlt. In solchen Fallen erset; 
2wei Krafte 

welche durch zwei Schnittpunkte C, L 
-Pji Pj gehen. Die hierdurch gebild 
iJ, + iJ, + i", + 
ergibt zwei gleichwertige Gruppen 

Si + P, - +1- i^j -H 
deren Resultante T mit der Gerader 
die beiden Krafte Mi, i^ bestimmt 
plan (Abb, ii) zunachst das Krafted 
R, t Pi 
und darauf das Krafteviereck der G 
-H- Pj -H- Pj + 
gebildet werden. 

In den Fallen, welche hier 
Krafte P4, Pj, Pg und ihre Resultan 
es empfiehit sich dann, auch den 
tung zu geben. Man wahlt den Kra 
schaftliche Hori?ontalprojektion der 
die Fachlange a (Abb. 8) dargestellt 
Dann folgt aus der Gleichwerti 

daB J^i den Sinn von P und die Gi 
P, = G 
hat, wahrend Pj den entgegengesei 
Strecke 

(Abb. 9) erhalt (I, 19). Es ist zu 
auf der Achse r,, ferner die Strecke 
wird, und dafi bei der Bestimmung t 
der Kraft JR nicht in Betracht kommt. 
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Zwei Beispiele von ahnlicher Form werden durch die Abb. I2 
und 1 3 vorgefiihrt. In diesen beiden Fallen wurde der Krafteplan in 
den Lageplan gelegt, was nur ausnahmsweise zu empfehlen ist. Die 
Kraft It der Gleichgewichtsgruppe 

JS + Pi + P, + P3 = 

wird in beiden Fallen nach LagCf GroBe und Sinn durch die 
Strecke EF dargestellt, deren Horizontalprojektion mit der Fach- 




^-V. — r- 




L, K. Abb. 12. 



L, K. Abb. 13. 



lange a iibereinstimmt. Wie im ersten Beispiele wird die Kraft 22 
ersetzt durch zwei zu ihr parallel gerichtete Krafte JBi, J?j, die durch 
die Punkte C, D gehen. Aus der (jleichwertigkeit 

Si 4^ jBj ^ -^ 

folgt dann wieder eine sehr einfache Bestimmung der beiden Krafte: 
J?i wird nach GroBe, Richtung und Sinn durch die Strecke HF 
und J?2 durch die Strecke £ J dargestellt. Die Gleichgewichtsgruppe 

ergibt die beiden gleichwertigen Gruppen: 

deren Resultantenachse t bestimmt wird durch die beiden Punkte C\ 2), 
in denen die Krafte der beiden Gruppen sich schneiden. Demnach 
kann zunachst das Kraftedreieck der Gruppe 

und darauf das Krafteviereck der Gruppe 

J?i t P, + P, ^ T 

gebildet werden. Die Resultante T wird in beiden Fallen durch die 
Strecke HJ dargestellt. 

Mohr; Abhandl. a. d. Gcbiete d. techuischeo Mcchaiiik. -^ 
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5- Aufgabe. Fiir eine gegebene Kraftegruppe Pj, Pg, P3 
ein Seilpolygon ti, f^, /j, t^ zu bilden, von dem zwei be 
stimmte Seiten tu ti durch zwei gegebene Punkte JLj, A^ 
gehen (Abb. 14 u. 15). Man bestimmt durch irgend ein Seil- 
polygon ^1, ^2, 53, Si die Resultante B der Krafte Pj, Pg, Ps, die 
zwischen den SeUpolygonseiien ti und t^ liegen. Die beiden Seiten ti 
und ^4 haben auBer der Forderung, dafl ti durch den Punkt At 




L. Abb. 14. 

und (4 durch A^ gehen soil, nur die eine Bedingung zu erfiillen, 
daB sie die Achse r der Resultanten 22 in einem Punkte schneiden. 
Die Wahl des Schnittpunktes C ist willkiirlich. Die vorliegende 
Aufgabe ist also unbestimmt und laBt unendlich viele Losungen zu. 
Nachdem der Schnittpunkt G gewahlt worden ist, wodurch die Rich- 
tungen A^C, A4C der Seilpolygonseiten t^, t^ bestimmt werden^ 
lafit sich im Krafteplan (Abb. 15) das Kraftedreieck der Gruppe 

bilden, wodurch der Pol Ot und die Seilkrafte T^, T^ bestimmt 
werden. 

In manchen Fallen kann das Seilpolygon {i) ohne Benutzung 
des zugehorigen Poles Ot gebildet werden, indem man die folgende 
Eigenschaft der beiden Seilpolygone ($) und (t) zur Anwendung bringt. 
Beachtet man namlich, daB 

S^^ S2 ^ P21 jTs = Tg 4= Pg 

S4 '--: 5Ij 4^ P3 , ^4 z: jTs 4= Pz 

ist, so folgt: 

/^i ^ 2\ :^ ^2 4f Tj, = /S3 4f Tg = >^4 4f T4 = 0. 
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Die Schnittpunkte D^, Dg, D3, D4 der in beiden Seilpolygonen 
einander entsprechenden Seiten (s^^ t^), ($^, i^, (53, ^), (^4, t^ 
liegen also auf einer Achse 0, der SchnUtachse der beiden Seil- 
polygone (5), (f). Die zur Achse parallel gerichtete Kraft vvird im 
Krafteplan (Abb. 15) durch die Strecke OgOt dargestellt, welche die 
beiden Pole 0,, Ot verbindet und die geometrischen Summen 

bestimmt. 

Die Schnittachse wird, wenn die beiden Seiten t^ und t^ ge- 
wahlt worden sind, durch die beiden Schnittpunkte JDj, D4 der 
Seitenpaare (s^, ^) und (54, ^4) bestimmt. Die iibrigen Seiten /g, ^ 
des zu bildenden Seilpolygons werden dann durch die Schnitt- 
punkte Dg, 2)3 der Achsenpaare (53, 0), (^8, 0) festgelegt, voraus- 
gesetzt, daB diese Punkte auf das Zeichnungsblatt fallen. 

Noch eine andereEigenschaft der beiden Seilpolygone [s\ if) ist hier 
zu erwahnen. Die Achse r, welche die Schnittpunkte jB, C der Achsen- 
paare {s^, 54), {t^y ^4) verbindet, schneidet die Achse im Punkte F. 
Eine durch den Punkt A^ parallel zu r gelegte Gerade A<^ Ei 
schneidet im Punkte F^ und s<^ im Punkte E^, Eine zweite durch 
den Punkt Ax zu r parallel gelegte Gerade A^ E^ schneidet im 
Punkte Fx und s^ im Punkte JE4. Durch diese Geraden entstehen 
die ahnlichen Figuren: 

B^AxF^Exr^D^CFB 
und 

BxAxF^Exr^DxCFB, 
d. h. es ist: 

AxF^ : F^E^ = CF: FB = A^F^ : F^E^, 

Hieraus folgt, daB die beiden Geraden Ai A^ und Ex E^ in einem 
Punkte G der Achse sich schneiden, Diese Eigenschaft kommt in 
der folgenden Aufgabe zur Anwendung. 

6. Aufgabe. Fur eine gegebene Kraftegruppe Pj, P^, 
P3, P4, P5, Pfi in den Abb. 16 und 17 ein Seilpolygon ti, t^... 




L. Abb. 16. 
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t>j zu bilden, von dem drei bestimmte Seiten tit ^4, tj durch 
drei gegebene Punkte Jlj, A49 Af gehen. In der Zeichnung 
sind nur die hier in Betracht kommenden Krafte und deren Achsen 
dargestellt, namlich auBer Si und Ti die Krafte 

8,^8, +«i, T,^T, 4:Pi 

81 = 84 :^ S^, Tf—T^ :^ R^ 

= 5i 44- 2\ =/S4 +h ^4 l:^ 57 4f T7. 

Durch die zwei Bedingungen, daB die Seilpolygonseite ^ durch 
den Punkt A^ und ^4 durch A4 gehen soil, ist nach Anleitung des 
vorigen Abschnittes ein Punkt O^ der Schnittachse der beiden 
Seilpolygonene (s) und ({) bestimmt Ebenso ergibt sich ein zweiter 
Punkt G^ der Achse aus den beiden Bedingungen, daB t^ durch A4 
und ti durch Af gehen soil. Man zieht, um diese beiden Punkte 
und dadurch die Schnittachse festzulegen, die Geraden Aj^E^^ A^E^ 
parallel zur Achse r^, ferner A^F^ und AjF^ parallel zur Achse r^ 
und erhalt die Punkte (ri, G, durch die Geraden A^A^G^^ EiE^G^, 
J^CrgJLY, ^^4^21^7. Die Achse schneidet die Seilpolygonseiten 5^, 
^4, ^7 in den Punkten D^^ D^, D7, welche zunachst die Lage der Seil- 
polygonseiten t^, ^4, ^ und dadurch auch die Lage der iibrigen 
Seiten /g, ^ . . . bestimnien. Erforderlichen Falls, wenn namlich die 
Schnittpunkte D nicht bequem liegen, wird der Krafteplan zu Hilfe 
genommen, in dem der Pol Ot durch die Richtungen zweier Seil- 
krafte, z. B. 7\ und ^7, bestimmt wird. 

7. Die Bestimmung der statischen Momente paralleler 
Krafte vermittels des Seilpolygons (Abb. 18 und 19). Bei 




L. Abb. 18. 



K. Abb. 19. 
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statischen Untersuchungen, die 3u{ ebene Kraftej^ruppen sich beziehen, 
kommen nur die Hauptmomente fiir die Punkte der Kraftebene in 
Betracht (I, 9.). Unter dem Moment einer ebenen Kraft^ruppe (P) 
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in bezug auf einen Punkt A der Ebene, den MomentenpunJU, ver- 
steht man also die algebraische Summe der statischen Momente der 
Krafte in bezug auf die Achse, welche die Ebene im Punkte A 
rechtmnkUg schneidet und den Sinn des Sehstrahles hat. Das 
Moment einer Kraft P ist demnach positiv oder negativ, je nachdem 
der Momentenpunkt A rechts oder links von der Kraft liegt. 

Sind die Krafte P parallel, wir nehmen an lotrecht, so sind 
die Horizontalprojektionen aller Seilkrafte /S^i, S^, 8^ . , . nach Grofle 
und Sinn einander gleich. Wir nennen diese Kraft H die Horizontal' 
kraft des Seilpolygons, oder wenn die Krafte P nicht lotrecht sind, 
die Ncrmalkraft Ein solches Polygon kann in besonders bequemer 
Weise benutzt werden zur Bestimmung des Momentes 4f einer jeden 
Gruppe von aufeinander folgenden Kraften, z. B. Pg, Ps, P4, in bezug 
auf irgend einen Punkt A der Ebene. Die durch A parallel zu den 
Kraften P gezogene Gerade AB^B^ schneidet die beiden Seil- 
polygonseiten s^, s^, zwischen welchen die Krafte in der Reihen* 
folge : Pg , Pj , P4 zusammengesetzt worden sind, in den Punkten B^ , B^, 
Da demnach 

/Sis ^ /Sg 4^ P2 + Ps 4= A 

ist, so hat in bezug auf den Punkt B^ die Kraft ^'5 ein ebenso 
grofles Moment wie die Kraftegruppe P^, P,, P4, und in bezug 
auf diesen Punkt B^ sind die Momente der Krafte P^, Pj, P4 ebenso 
grofl wie in bezug auf den Punkt A. Um das Moment M von S^, 
zu bilden, kann man diese Kraft im Punkte P5 zerlegen in die 
Horizontalkraft H und die durch den Momentenpunkt B^ gehende 
Kraft V. Wir bezeichnen die Strecke B^B^ mit h und geben ihr 
das positive oder das negative Vorzeichen, je nachdem Pg rechts 
oder links von S^ liegt; im vorliegenden Beispiel ist demnach h 
positiv. Die Momentengleichung fiir den Momentenpunkt B^ er- 
gibt also: 

Hh = X, P3 + as P3 + ^4 P4 = M, 

wenn mit x^t ^3, x^ die Abstande des Momentenpunktes A von den 
Achsen p^, pj, p^ bezeichnet werden. Es ist zu beachten, dafl die 
Strecke x^ negativ ist, die Strecken as, x^ dagegen positive Werte 
haben, weil A links von p^ und rechts von pj und p^ liegt. Ist 
aus einer Zeichnung eine grofiere Zahl von Momenten zu entnehmen, 
so gibt man der Normalkraft H zweckmafiig einen runden Wert, 
damit die Produkte Hh bequem gebildet werden konnen. 

Bildet man zwei Seitenpolygone ^p s^y 53... und t^, /g, ^3 . . . 
(Abb. 20) fiir dieselbe Gruppe von Parallelkraften P^ , P, . . . mit 
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c s, 




L. Abb. 20. 



verschiedenen Normalkraften Sj, H^, so verhalten sick die einander 
entsprechenden Ordinaten h^ , ^g ^^wfer Pdlygone von der Eiehtung der 
Krdfte P zueinander umgekehrt tcie die beiden Norntalkrdftef d. h. 
cs ist I 

Sj Cj D2 E^ ^2 ^2 "^1 ^2 
Die im vorigen Abschnitt geloste Aufgabe nimmt demnach 
fiir Parallelkrafte die folgende einfachere Form an: s^, s^y s^ , . , 
sei irgend ein Seilpolygon der Krafte- 
gruppe P^, Pg . . .; zu bilden ist ein 
zweites Seilpolygon fj, f^, ^3 . . . unter 
der Bedingung, daB t^ durch den 
gegebenen Punkt A2, i^ durch E^ 
und ^3 durch J^ gehen soil. Durch 
die Gerade A^ Jg und die entspre- 
chende Gerade A^J^ im Seilpolygon 
(s) werden die beiden Strecken E^D^ 
und JE^ Di bestimmt. Das Seil- 
polygon {t) ergibt sich dann aus der 
Bedingung: 

-Og C2 jFj G^2 

~bj:\-i\g; = -d-e;' 

Wenn die Krafte P f?/cA/ parallel gerichtet sind, so ist die 
Bestimmung der Momente weniger einfach. Man muB dann ver- 
mittels des Seilpolygons unter Zuhilfenahme des Krdfteplans die 
Resultante der Kraftegruppe nach Lage, Grofie und Sinn bestimmen, 
um darauf das Produkt aus der Resultanten und ihrem Abstand vom 
Momentenpunkte bilden zu konnen. 

8. Bestimmung der Biegungsmomente vermittels des 
Seilpolygons. In den Abb. 21, 22 ist das Seilpolygon einer 
Gleichgewichtsgruppe von 
lotrechten Kraften 

P| + Pg 4^ ... 4: Pg = 0, 
die auf einen geraden 
Balken A B einwirken, 
dargestellt und nach An- 
leitung des Abschnittes 4 
zur Bestimmung der Stiitz- 
krafte P^ und Pg benutzt 
worden. Unter dem 



B^E^ 




K. Abb. 22. 
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Biegungsmoment des Balkenquerschnittes CD versteht man jede 
der beiden Momentensummen der links und rechts von CD 
liegenden Krafte in bezug auf irgend einen Punkt C des lotrechten 
Querschnittes. Diese beiden Momente sind der GroBe nach gleich, 
dem Sinne oder Vorzeichen nach einander entgegengesetzt, weil ihre 
algebraische Summe als das Moment einer Gleichgewichtsgruppe 
gleich null ist Man nennt das Biegungsmoment positiv, wenn das 
Moment der linJcs vom Balkenquerschnitt CD liegenden Krafte das 
positive Vorzeichen tragt; in diesem Falle liegt die Jconhave Seite 
des gebogenen Balkens ohen, die Jconvexe unten. Im entgegen- 
gesetzten Falle ist das Biegungsmoment negativ, Im vorliegenden 
Beispiele sind demnach die Biegungsmomente aller Balkenquer- 
schnitte positiv. In Abb. 21 ist die Reihenfolge der links vom 
Querschnitt liegenden Krafte diese: P4, P5, Pg. Daher ist: 

^1 = ^4 + ^4 + -Pfi + -Pe* 
und das Biegungsmoment M ist zufolge Abschnitt 7 gleich dem 
Moment der im Punkte E angebrachten Kraft H in bezug auf den 
Punkt F^ d. h. es ist: M=mH, 

wenn mit w die vom Seilpolygon auf dem Lot des Querschnittes CD 
abgeschnittene Strecke EF bezeichnet wird. Das Seilpolygon be- 
stimmt demnach fiir jeden Balkenquerschnitt GroBe und Sinn des 
Biegungsmomentes M durch die dem Querschnitt entsprechende 
Strecke m. Die vom Seilpolygon «p ^g . . . ^e umschlossene Flache 
wird die Momentenflache des Balkens AB genannt. 

Zweites Beispiel. In den Abb. 23 und 24 sind die Biegungs- 
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L. Abb. 23. 



K. Abb. 24. 



momente eines kontinuierlichen Balkens auf drei Stiitzen gebildet 
worden. Da die Gleichgewichtsgruppe 

Pj i^ P2 4: . . . + P7 ^ 
aus imrdllel€7i Kraften besteht, so konnen auf statischem Wege von 
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den drei Stiitzkraften P^, P4, P^ nur zwei bestimmt werden. Wir 
nehmen an, eine derselben, z. B. P4, sei gegeben. Dann kann das 
Seilpolygon s^, s^ . . . s^ mit Hilfe des Krafteplans (Abb. 24) gebildet 
werden, und die Schlufilinie s^ ergibt die beiden Stiitzkrafte P^, P7. 
Da s^ zufallig wagerecht ist, so fallt S^ mit der Horizontalkraft H 
zusammen. Die Biegungsmomente sind fiir die Balkenteile AD 
und EC positiv, fur den Balkenteil DE negativ; in D und E 
wechselt also der Sinn der Kriimmung. 

Drittes Beispiel. Der Hauptbalken AB (Abb. 25) tragt die 
Stiitzen C, D, E, F von drei sogenannten Zwischenbalken, welche 
nicht zusammenhangen, also keinen kontinuierlichen Balken bilden, 

L. Abb. 25. 




L. Abb. 26. 

sondern iiber den Stiitzen voneinander getrennt sind. Die Zwischen- 
balken nehmen die Lasten F^,P^ . . , auf und ubertragen sie durch 
ihre Stiitzen auf den Hauptbalken. Um die Biegungsmomente der 
vier Balken zu bestimmen, ist vermittels des Krafteplans nur das 
Seilpolygon der Lasten P^, P^, Pj, P4 zu bilden. Dasselbe ergibt, 
wie in den vorhergehenden Beispielen, die Momentenflachen G HJ, 
JKLM, MNO der drei Zwischenbalken. Das hierdurch ent- 
stehende Polygon GJMO, das dem Seilpolygon der Lasten ein- 
geschrieben ist, bildet die Momentenflache des Hauptbalkens, wie 
aus folgender Ueberlegung sich ergibt. Wir bezeichnen die Stutz- 
krafte des Hauptbalkens mit A, B und die der Zwischenbalken mit 

(Cii-Di), (Dg* -^2)' (^3.-^3)- Die Gleichgewichtsgruppen der vier 
Balken bestehen demnach aus den Kraften: 

(7, 4: P, + D, ^ 0, D2 4: -P2 + ^3 + ^3 = 0, ^3 + P4 + J^8 ^ 

^ -K- C; -K- Di M+ 7)0 -H- ^2 -H- ^s 44- i^3 4: P !e 0. 
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In bezug auf den Punkt D ist die Summe der Momente von 
Ci und Pj gleich null, das Moment von Pj ist also gleich dem 
von H+C|. Wenn die Lasten unmittelbar auf den Hauptbalken ein- 
wirkten, so wiirde das Biegungsmoment des Balkenquerschnittes 2> 
durch die Strecke 

dargestellt werden und aus der Momentensumme der beiden Krafte A 
und Pj in bezug auf den Punkt D bestehen. Ebenso grofl ist 
das Biegungsmoment dieses Balkenquerschnittes bei mittelbarer Be- 
lastung durch die Zwischentrager; denn es besteht aus der Momenten- 
summe der beiden Krafte A und M- C^* In gleicher Weise wird 
bewiesen, dafi das Biegungsmoment des Balkenquerschnittes E wie 
bei unmittelbarer so auch bei mittelbarer Belastung durch die 
Strecke BM dargestellt wird. 




K. Abb. 28. 



L. Abb. 27. 



K. Abb. 29. 



Viertes Beispid. Die Belastungen des Balkens AB in Abb. 27 

P P P 

sind in der Form -^, -^, — . . . gegeben; P^ P^, P3 bezeichnen 

^i ^2 ^3 
Krafte und z^, Z2, ss^ Zahlen. Um die Biegungsmomente in einem 

P P P 

solchen Falle zu bestimmen, kann man die Belastungswerte — » -r^) — 

^1 *2 *8 

berechnen und den Krafteplan des Seilpolygons (Abb. 28) in be- 
kannter Weise bilden, z. B. mit einer Normalkraft 

H= 1 Tonne. 
Man kann aber die Rechnung vermeiden, indem man, wie in 
Abb. 29 geschehen ist, als Lasten die Krafte Pp P^, Ps auftragt 
und das Kraftedreieck der ersten, zweiten, dritten Seilecke mit der 
Horizontalkraft ^^ ^3, z-i Tonnen bildet. Gibt man in Abb. 29 der 
ersten Scilkraft So dieselbe Richtung wie in Abb. 28, so entstehen 
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Kraftedreiecke, die den entsprechenden Kraftedreiecken in Abb. 28 
geometrisch ahnlich sind und daher dieselbe Form des Seil- 
polygons ^p ^a • • • ^5 ergeben. In beiden Fallen ist also das 
Biegungsmoment des Balkenquerschnitts G: 

M= mH= m . 1 Tonne. 

9. Anwendung des Seilpolygons auf die Bestimmung 
der Wirkungen eines beweglichen Lastenzuges. 

L. Abb. 30. 



P. A Pz /? Po 



(I 



*/ 



S,'H 





P. (r).-.Qv-(t).^-^-,a^^-tt,-(t) 

Po R Pz Pi p^ 



K. Abb. 32. 



L. Abb. 31. 

Erstes Beispiel. Ein Lastenzug von gegebener Zusammensetzung 
Abb. 30): 

Po = 6,3t. Pj=3,9t, P2 = 2,8t, P3 = 5t, P4 = 8t. 
aj^2,2m, (72 = 1,7 111, a3:=l,4m, a4 = l,5m 

bewegt sich von links nach rechts iiber einen Briickenbalken von 

^P = J = 8m 

Stiitzweite. Fiir jede Lage des Zuges soil die vom Auflager B 
gegen den Balken wirkende Stiitzkraft Q bestimmt werden. Bei 
der in Abb. 30 angegebenen Lage hat das Vorderrad Pq vom linken 
Auflager A den Abstand .r, und folglich hat die Stiitzkraft Q die 
Grofle 

Q = -J- (Po X + Pi (.r -a,)-\-P, (X --a,- a,)). 

Um diese Grofie auf graphischem Wege darzustellen, wendet 
man den Lastenzug um und bringt ihn in die Ruhelage der Abb. 31, 
bei der die Abszisse x des Vorderrades Pq gleich null ist. Man 
bildet dann mit einer willkurlich gewahlten Horizontalkraft 

H= Si= 40 Tonnen 
vermittels des Krafteplans (Abb. 32) das Seilpolygon Si^ $2 . - s^ 
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Dieses Seilpolygon schneidet auf dem Lote des Vorderrades von 
Abb. 30 eine Lange y ab, die nach Abschnitt 7 aus der Gleichung 

Hy = PoX-\-Pi(xi '-'aO-\-P2ix — ai —a^) = Ql 

sich ergibt. Die Ordinate 

des Seilpolygons bestimmt also fiir jede Lage dieses Zuges die 
GroBe der Stiitzkraft 

Der Langenmafistab flir x, y, I . . . ist 

1 mm = 0,15 m. 
Daher ist der Kraftemafistab der Strecken y als Darstellung 

von Q 

II ^ 40 1 

1 mm = 0,15 m 



I 



0,15 m - — = 0,75 t. 

' 8 m ' 



Die Vervollstandigung der graphischen Darstellung flir solche 
I^agen des Zuges, bei denen das Vorderrad Pq die Stiitze B bereits 
iiberschritten hat, bietet keine Schwierigkeit, fiir den vorliegenden 
Zweck aber auch kein Interesse. 



L. Abb, 33. 




^^ Oir-^ 



L. Abb. 34. 



K. Abb. 35. 



Ztceites Beispiel Ein Lastenzug Pq, Pj (Abb. 33) bewegt sich 
von links nach rechts iiber den Balken^D, der seine Belastungen 
durch Vermittelung der Zwischentrager AB, BC, CD aufnimmt. 
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D bezeichnet den Druck der Stiitze D gegen den Hauptbalken und 
G den Druck der Stiitze G des Zwischenbalkens BG ebenfalls gegen 
den Hauptbalken. Das Moment 

M^-dD-^-cG 

der beiden Krafte D und G in bezug auf den gegebenen Momenten- 
punkt E soil graphisch dargestellt werden fiir die Lagen des Lasten- 
zuges, in welchen das Vorderrad Pq zwischen A und G sich befindet. 
Wir bezeichnen mit a^ a^, a^ die Abstande der Lasten P^jP^, P9 
von Po, ferner mit x den Abstand der Last Pq von der Stiitze A, 
mit I die Stiitzweite AD des Hauptbalkens AD und mit to die 
Stiitzweite des Zwischenbalkens BG, Fiir die in Abb. 33 angegebene 
Lage des Lastenzuges ist also: 

Z) = i- (PoX + Pi (X - a,) + P,(x- a,)) 



und 



C = ^{Po(x-h)-\-P,{x-a,-b)), 



wenn mit b die Lange AB bezeichnet wird. Bezeichnet man ferner 

die Lasten Pq~j-, P^-j- ... mit Kq, JTj . . . 

c c 

und die Lasten Po — , P, — ... mit Qq. Q. . . . , 

so ergibt sich fiir das Moment M der Ausdruck: 

Jf = - KqX - K^ (x - a^) + Qo(x — l)- -Kg (^-^2) + Qi (^ -«i - *)• 

Um diese Grofle vermittels eines Seilpolygons (Abb. 34) zu be- 
stimmen, wendet man den gegebenen Lastenzug um und bringt das 
Vorderrad Pq einmal in das Lot der Stiitze A und das zweite Mai 

in das Lot der Stiitze B. Durch Multiplikation mit den Zahlen j- 

c 
und -j werden die Lasten des ersten Zuges in die nach oben 

' w 
zeigenden Krafte ZJ,, K^ ... und die Lasten des zweiten Zuges in 
die nach unten zeigenden Krafte Qq, Q^ . . verwandelt. Mit Hilfe 
des Krafteplanes (Abb. 35) und der willkurlich gewahlten Horizontal- 
kraft S bildet man darauf das Seilpolygon ^^ ^g, ^3 . . . . der Lasten K 
und Q. In bezug auf den Punkt F^ in dem das Lot des Vorder- 
rades Pq von Abb. 33 die Seilpolygonseite H schneidet, lautet die 
Momentengleichung des Seilpolygons: 
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Oder 

M=^ — Hy. 

Die Ordinate y des Seilpolygons bestimmt demnach fiir jede Lage 
des Vorderrades Pq zwischen A und C die Grofle des Momentes M. 



Abb. 46. 



Abb. 36 




\LeisleihPoL„ ' Abb. 40 



iLexsienyP a^ I 
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LttslervPa^M, ! » 4^ 



df\iOaMen^Pccj, \ _r '♦3 



DriUes Beispiel, Ein Lastenzug von gegebener Zusammen- 
setzung (Abb. 38): 

Po = 2 t, Pi = 7 t, P, = 3 t, P3 = 8 t; 
fli = 5 m, (72 = 1-i ni, flj = 13 m 

bewegt sich von links nach rechts iiber die Fahrbahn des in Abb. 36 
im MaDstabe 3 mm = 2 m dargestellten Bogenfachwerks. Es wird 
hier als gegeben vorausgesetzt, daB die von dem Lastenzuge in dem 
Fachwerkstabe CD hervorgerufene Stabkraft K durch die Gleichung: 



K = 



-j^iPoVo + P12/1 + P2y2 + P32/3) 
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bestimmt wird, wenn mit yo, j/i, j/o* Vz ^^ Metern die Ordinaten 
des in Abb. 37 dargestellten Einfluflpolygons in den Loten der 
Lasten Pq, Pi, P2, Pj bezeichnet werden. In dem vorliegenden 
Beispiel ist in dem oben angegebenen MaBstabe: 

2/0 = 2/1=0, 2/2 = — 1,13 m, 2/3 = — 0,62 m , 
also 

K=^ — -^ (3 • 1,13 + 8 . 0,62) = — 2,09 t. 

Das negative Vorzeichen gibt an, dafl K bei dieser Belastung 
eine Druckkraft ist. In dem Lot des Vorderrades Pq ist diese 
Kraft K in Abb. 39 durch die Ordinate 

und zwar in dem MaBstabe 

1 mm = 0,33 t 

dargestellt worden. Die negativen Ordinaten ^ liegen unUr der 
Abszissenachse. Wenn diese Ordinate 

K 

z mm = -TT — mm 

0,33 

fiir jede Lage des Lastenzuges in dem Lot des Vorderrades Pq auf- 
getragen wird, entsteht das in Abb. 39 dargestellte Polygon, welches 
in folgender Weise gebildet wird. 

Wir betrachten das Einflufipolygon (Abb. 37) als Seilpolygon 
und bestimmen seine durch Zahlen dargestellten Lasten aQ, a^, aj, a^, a^^ 
indem wir in Abb. 45 seinen Krafteplan bilden und seine Horizontal- 
kraft /J willkurlich gleich 1000 setzen. Es ergibt sich: 

cro = — 156, «! = + 1808, aa = — 2540, ^3 = + 9^6, a^ = — 88. 

Die positiven Lasten zeigen nach unten, die negativen nach 
oben. Die Abstande der Lasten ofo, «!, ^2, «3, ^a vom linken 
Auflager A sind in dieser Reihenfolge 0, 6, 9, 15, 30 m. Bei der 
in Abb. 38 angegebenen Laststellung ist der Abstand des Vorder- 
rades Po vom linken Auflager A gleich 36 m. Demnach ergeben 
sich die Ordinaten 2/0,2/1, 2/2, 2/s ^^^ Seilpolygons aus den Momenten- 
gleichungen (Abb. 37): 

1000 2/0 = 36 ao + 30 «! + 27 aa + 21 a3 + 6 a4 = 
1000 yi = 31 ao 4- 25 ai + 22 ag + 16 aj + «* = 
1000ya = 17ao + llai+ 8^2+ 2a3= — 1132 m 



1000 2/s 



()3 

Indem man die Werte der Ordinaten y in die gegebene 
Gleichung fiir K einsetzt, entsteht die Gleichung: 

K = -^ (36 Pocr, + 31 Pi«u + 30 Poai + 27 P^a.^ + 25 P,a^ 

+ 22Piaa + 21Poa3 + nP2ao+16Pi«3 + llP2«i + 8Pa«2 

+ 6Po«4 + 4P3«o + 2Paa3 + Pi«4). 

Um diesen Wert und die ahnlich geformten Groflen fiir alle 
anderen Lagen des Lastenzuges auf graphischem Wege zu ermitteln, 
wird der Zug geicendet und, wie die Abb. 40 bis 44 angeben, in fiinf 
Lagen so gestellt, dafi die Vorderrader der fiinf Stellungen in den 
Loten der fiinf Lasten ctq, ai, a2i «3» ^4 stehen. Die Radlasten Pq, 
Pi , Po , P3 sind in der ersten Stellung (Abb. 40) mit der Zahl a^r 
in der zweiten (Abb. 41) mit a^ in der dritten (Abb. 42) mit a^ usf. 
zu multiplizieren. Da die drei Zahlen a^, aj, a^ negative Werte 
haben, so sind die Lasten der drei Zuge Pao, Pcfa, Pa4 nach ohen 
gerichtet. In dem Seilpolygon (Abb. 39) und dem zugehorigen Krafte- 
plan (Abb. 46) sind die zwanzig Lasten Pa, wie sie von links nach 
rechts aufeinander folgen, mit den Nummem i bis 20 bezeichnet 
worden. Fiir die Horizontalkraft des Seilpolygons wurde die Grofle 

ff=2000t 

gewahlt. Es ist zu beachten, dafi die Ordinate e in dem Lot des 
Vorderrades (Abb. 38 u. 39) negativ ist. Demnach lautet die Mo- 
mentengleichung fiir den Punkt F: 

= — iT^ + 36 PoCTo + 31 Pi ao + 30 P^a^ + 27 P^a^ + 25 P^ a^ 
+ 22 Pra^ + 21 P,a, + 17 P,a^ + 16P,«3 +,11 Pa^i +8P,a, 

+ 6Po«, + 4P3ao + 2P2«3 + Pi«4 
Oder 

0=-ir^+ if 4000 m. 
Folglich ist 

2oau 2_ 

4U00 m 2 m 

Dieselbe Gleichung ergibt sich fur jede andere Stellung des 
Lastenzuges, da in dem vorliegenden Beispiele eine besondere 
Stellung nicht gewahlt wurde. Die Stabkraft K im Stabe CD wird 
demnach bei jeder Stellung des Lastenzuges (Abb. 38) durch die 
Ordinate e des Seilpolygons (Abb. 39) in der Vertikalen des Vorder- 
rades dargestellt. Da der Langenmafistab fiir g, wie in den Abb. 36 
bis 44: 

3 mm = 2 m oder 1 : 667 
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ist, so ist in dem vorliegenden Beispiel fiir die Strecken e als Dar- 
stellung der Krafte £" der Maflstab: 



1 mm = 



0,667 m 
2 m 



1 1 = 0,33 t 



anzuwenden. 

Bei der Anwendung des im vorstehenden beschriebenen Ver- 
fahrens auf die Berechnung der Eisenbahnbriicken von groBer Stiitz- 
weite erreicht man eine wesentliche Vereinfachung, wenn man fiir die 
von den Lokomotiven und von den Bahnwagen bedeckten Strecken 
anstatt der Raddriicke gleichmafiig verteilte Belastungen einfiihrt. 

10. Die Seilkurven. Das Seilpolygon geht uber in die Seil- 
kurve, wenn die zu verbindenden unendlich kleinen Parallelkrafte 
in unendlich kleinen Abstanden aufeinander folgen. Eine solche 
stetige Belastung kann dargestellt werden durch die Bdastungsflache 
(Abb. 47). Zerlegt man diese Flache in unendlich schmale Streifen 
parallel zur Richtung 
der Krafte, so be- 
stimmt die Flache k dx 
eines solchen Strei- 
fens die Belastung 
der unendlich kleinen 
Strecke dx. Sind die 
Krafte z. B. lotrecht, 
so bezeichnet die Ordi- 
nate ht Oder die Be- 
lastungshohe, die auf 




B dx C 

L. Abb. 47. 



K. Abb. 48. 



die Langeneinheit der Horizontalprojektion bezogene veranderliche 
Belastung des Seiles. Liegen einzelne Telle der Belastungsflache 
ilheTy andere unter der Abszissenachse , so werden dadurch die 
nach unten gerichteten jwsHiven und die nach oben gerichteten 
negativen Belastungen voneinander unterschieden. 

Um eine Seilkurve fiir eine gegebene Belastungsflache zu bilden, 
zerlegt man die Flache (Abb. 47) parallel zur Kraftrichtung durch 
Ordinaten AA^y BB^, CC^, DD^ in Teile, und zwar so, daB die 
GroBen der Flachenteile P^, Pj, Pg moglichst einfach und ihre Schwer- 
punkte nach Augenmafi bestimmt werden konnen. Man bildet als- 
dann vermittels des Krafteplans (Abb. 48) das in gestrichelten 
Linien dargestellte Seilpolygon s^ s^, §5, s^ der Lasten P^, P^, Pj und 
bestimmt die Schnittpunkte a, 6, c, d der Teilordinaten AA^, 
BB^, CCi, DDi mit den Seilpolygonseiten s^, Sg, Sj, S4. Das Sell- 
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polygon wird von der SeUhurve der stetigen Belastung in den FunTcten 
a, b, c, d bertihrt Um sich hiervon zu iiberzeugen, beachte man, 

ist^ und dafl P^ und P2 die Resultanten der unendlich vielen und 
unendlich kleinen Lasten bilden, die von der Flache AA^ C^ C dar- 
gestellt werden. Im Punkte c mufl daher die Seilkraft der Kurve 
mit der Seilkraft S^ des Polygons zusammenfallen, d. h. das Seil- 
polygon mufl in diesem Punkte die Seilkurve beriihren. 






L. Abb. 49. 



K. Abb. 50. 



J;, doc 



L. Abb. 51. 



II. Die Differentialgleichung der Seilkurve lot- 
rechter Krafte. In Abb. 49 bezeichnen x, y die Koordinaten 
eines Punktes A der Seilkurve. Die wagerechte Abszisse x zeigt 
von links nach rechts, die lotrechte Ordinate y zeigt nach oben. 
Mit I und 4 sind Anfangspunkt und Endpunkt der Seilkurve, mit 
2 und 3 die auf A folgenden unendlich kleinen Seilstrecken AB, EC be- 
zeichnet, deren Horizontalprojektionen gleich dx sind. In Abb. 51 
sind diese beiden Strecken in unendlich starker Vergroflerung dar- 
gestellt. Die Vertikalprojektionen von AB und BC haben die 
Groflen dy und dy -f- d^y. Die unendlich kleine Belastung des 
Punktes B ist von der GroBe h dx. Der Krafteplan (Abb. 50) zeigt 
die Seilkrafte S^, Sj, S^, S^ und die zwischen S^ und S^ liegende 
Belastung h dx des Punktes B. Die in den Abb. 50 und 5 1 schraffierten 
beiden Dreiecke sind geometrisch ahnlich, weil ihre Seiten paarvveise 
parallel gerichtet sind. Daher besteht die Beziehung: 

d^y ___ hdx 
~dx"^^r' 
woraus die Differentialgleichung der Seilkurven mit lotrechter Be- 
lastung sich ergibt: 

d^y ___ k 



H 



Mohr, Abhandl. a. d. (lebiete d. tochnischon Mechanik. 
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1st beispielsweise die Belastungshohe h von konstanter GroBe, so 
folgt aus der vorstehenden Gleichung durch Integration: 

Die Seilkurve ist in diesem Falle also eine Parabel mit lotrechter 
Achse. 

12. Anwendung der Seilkurve zur Bestimmung des 
Tragheitsmonlentes einer ebenen Flache in bezug auf eine 
Achse Oder eines Korpers in bezug auf eine Ebene. Die 
Abb. 52 zeigt die Querschnittsflache einer Eisenbahnschiene, deren 





L. Abb. 52. 



K. Abb. 53. 



Tragheitsmoment in bezug auf die Achse AB bestimmt werden 
soli. Man zerlegt zu diesem Zweck die Flache in Streifen dF 
parallel zur Achse AB und bildet, wie im Abschnitt 10 beschrieben 
wurde, die Seilkurve CE der Krafte dF von der Richtung der 
Achse AB. Wenn im Krafteplan (Abb. 53) die Normalkraft gleich 

-y F, d. h. gleich der Halfte der ganzen Flache, gewahlt wird, so ist 

die Flache 

F, = CDEOBa 

welche von der Seilkurve CDE^ den beiden auflersten, von den 
Achsen Sp 84 gebildeten Tangenten CB^ EQ und der Achse OB 
begrenzt wird, gleich dem Quadrat des Tragheitshalbmessers i 
der Flache F in bezug auf die Achse AB, Man bildet also das 
Tragheitsmoment J durch das Produkt der beiden Flachen F und -F\ 

J^FF^=^Fv'. 
Der Krafteplan (Abb. 53) zeigt die beiden auBersten Seil- 
krafte 81, 8^ und die beiden Seilkrafte 82^ As, zwischen welchen die 

Last dF liegt, so dafi 

8s^So:\: dF 
ist. Im Lageplan (Abb. 52)* ist die unendlich kleine Strecke, die 
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auf der Achse AB von den beiden Achsen s^t 8^ abgeschnitten 
wird, mit dx bezeichnet. Das von dXt ^2> ^a gebildete Dreieck ist 
dem im Krafteplan von den Strecken dF, 82^ S^ gebildeten Dreieck 
geometrisch ahnlich, weil die Seiten der beiden Dreiecke paan^-eise 
parallel gerichtet sind. Daher ist, wenn mit y der Abstand des 
Flachenstreifens dF von der Achse AB bezeichnet wird: 

dxiy^dFi^F 



Oder 



y'dF^F^' 



Durch ^ ^ wird die Flache des im Lageplan schrafHerten 

Dreiecks von der Basis dx und der Hohe y bestimmt. Bildet man 
fur jede Last dF das entsprechende Dreieck, so bedecken alle diese 
Dreiecke die Flache JFj, wahrend die Summe der GroBen y* dF das 
Tragheitsmoment J bestimmt. Demnach ist, wie oben angegeben 
wurde: 

J^FF^. 

Bezeichnet jP die Projektion eines Korpers und AB die Spur 
einer zur Bildebene senkrecht gestellten Ebene, so wird das Trag- 
heitsmoment des Korpers in bezug auf die Ebene AB in genau 
derselben Weise bestimmt, wie oben beschrieben wurde. An die 
Stelle der Flachenstreifen dF treten die Massen der Korperschichten, 
in die man den Korper durch Ebenen parallel zu AB zerlegen kann. 



B. Krftftegruppen im Raume. 

13. Die graphische Zusammensetzung einer gegebenen 
Kraftegruppe zu einer moglichst einfachen gleichwertigen 
Gruppe. In den Abschnitten 24 bis 29 der Abhandlung I ist die 
Zusammensetzung gegebener Kraftegruppen , die auf einen starren 
Korper wirken, und deren Achsen weder in einer Ebene liegen, 
noch in einem Punkte sich schneiden, auf dem Wege der Rechnung 
ausgefuhrt worden. Wir verweisen auf jene Abschnitte und be- 
nutzen die dort eingefiihrten Bezeichnungen. Insbesondere erinnern 
wir daran, dafi eine solche Kraftegruppe im allgemeinen nicht durch eine 
Kraft, dagegen durch unendlich viele, aus je zwei Kraften bestehende 
Gruppen ersetzt werden kann. In den folgenden Abschnitten be- 
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schreiben wir die graphischen Losungen der Wichtigsten Falle, in 
denen die Aufgabe hestimmt ist. 

14. Eine gegebene Kraftegruppe (^P) zu ersetzen durch 
eine Kraft K in Verbindung mit einem Kraftepaar U, dessen 
Ebene senkrecht zu K gestellt ist. Die Achse k der Kraft K 
heiflt die Schraubenachse oder die Zentralachse der mit (P) gleich- 
wertigen Kraftegruppen (I, 29).. Die Losung zerfallt in zwei Teile. 




Die Bestimmung der Kraft K Man projiziere die gegebenen 
Krafte P^, Pg, P3 . . . der Gruppe (P) auf die Ebenen xy^ xz, yz 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems und bestimme die Re- 
sultanten A, B, C dieser drei Projektionsgruppen. In Abb. 54 sind 
nur diese drei Krafte: A in der .r^Z-Ebene, B in der x-e'-Ebene und 
C in der j/^r- Ebene dargestellt ; um die Zeichnung nicht zu iiber- 
laden, wurden die Krafte P fortgelassen. Die Krafte A, B, C 
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stimmen nach Grofle, Richtung und Sinn, nicht aber der Lage nach 
mit den Projektionen der Kraft K iiberein; denn K bildet die 
geometrische Summe der Krafte P, wahrend A, B, C die geonicr 
trischen Summen ihrer Projektionen angeben. Die durch je zwei 
Projektionen A und £, A und C, B und G bestimmten Krafte D, 
E, F haben dempach Grofie, Richtung und Sinn der Kraft K und 
liegen in den Kanten eines dreiseit»gen Prismas, durch welches die 

Lage der Kraft K in fol- 
Z gender Weise bestimmt 

wird: die drei Ebenen, 
welche durch die Kanten 
Dy E, F senkrecht zu 
den gegeniiberliegendcn 
Seitenfldchen des Prismas 
gelegt werdefi, schneideii 
sich in der Achse h der 
Kraft K. Um diese Be- 
hauptung zu beweisen, 
haben wir folgende Be- 
trachtung anzustellen, wo- 
bei wir auf die Abb. 54 
und 55 bezug nehmen. 
Abb. 54 gibt die Dar- 
stellung in rechtwinkliger 
Projektion; iibersichtlicher 
ist Abb. 55 in axono- 
metrischer Darstellung, in 
der aber nur die Lagen 
der Krafte, nicht ihre 
Grofien angegeben sind. 
Die Ebenen ADE, BDF, 
CEF sind mit or, ^ und y bezeichnet. Die Spuren der Ebenen und 
Krafte tragen in den Projektionsebenen xy, xz, yz die Kennziffern 1, 
2, 3. Wir bezeichnen mit A', jB', G* die dritten Projektionen der 
Krafte 2), J?, F^ so daB D durch die drei Projektionen A, 5, C, 
ferner E durch die Projektionen A, 5', G und F durch JL', J9, G 
bestimmt wird. Mit diesen Kraften lassen sich die folgenden gleich- 
wertigen Kraftegruppen bilden: 

{P)~K:!i^U^.D^GM'G''^.E:\:B^B^-F^A^A'\ 
denn diese Gruppen haben in bezug auf jede der drei Koordi- 
natenachsen .r, ?/, e gleiche Projektionen und gleiche Momente. Es 
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ist hierbei zu beachten, dafi die Momentensummen von D und 
-H- C' fiir die Achse x, von E und -H- J5' fiir die Achse y und von 
F und -H- A* fiir die Achse z gleich null sind. Aus den vorstehenden 
gleichwertigen Kraftegruppen ergeben sich die folgenden, aus je drei 
Kraftepaaren gebildeten Gleichgewichtsgruppen: 

= (JS:+M)) + I7 + (C'*C) 

o^(£:4f J0 + U:^(A' — Ay 

Die Ebenen (JT, D), (Z, i;), (^, F) sind in Abb. 54 mit d, 
«, y bezeichnet. Die durch irgend einen Punkt gelegten Ebenen 
dreier Kraftepaare, die eine Gleichgewichtsgruppe bilden, schneiden 
sich in einer Geraden; denn die Achse, in der zwei dieser Ebenen 
sich schneiden, ist eine Nullachse der beiden Kraftepaare und mufi 
daher auch in der Ebene des dritten Paares liegen (I, 17). Wir 
fassen beispielsweise die zweite Gruppe 

ins Auge und legen die drei Ebenen {K, JE), V und {B', B) durch 
den Punkt E^* Die Ebene (5', £), d. i. die ir^ef-Ebene, mufi also von 
der Ebene der unendlich fernen Kraft V und von der mit € be- 
zeichneten Ebene (iT, E) in einer Geraden, der Spur e^ geschnitten 
werden. Die Ebene [Jsteht rechtwinklig zu den parallelen Kraften^,^; 
daher steht €3 senkrecht zu den Projektionen jB', B jener Krafte. 
Man beachte ferner, dafi die Ebene (D, F^ normal zur .r 2-- Ebene 
gestellt ist, um zu erkennen, dafi die Spur «2 und folglich auch die 
Ebene e von der Ebene (D, -F) rechtwinklig geschnitten wird. 

Auf demselben Wege erkennt man, dafi die beiden Ebenen 
(Z; D), (E, F) und {K, F), (2), E) rechtwinklig sich schneiden. 

Zur Bestimmung der Lage der Kraft K geniigen die vier 
Spuren y^, bi und y2» ^2 ^^^ beiden Ebenen g^, e\ sie ergeben die 
Schnittpunkte Ki, K^ der Kraft if mit den Koordinatenebenen xy 
und xz. Die Spur yi schneidet im Punkte Fi die Kraft A^ recht- 
winklig, wahrend cpg durch den Punkt F^ gegeben ist. Ebenso 
schneidet die Spur «2 die Kraft B^ im Punkte E^ rechtwinklig, 
wahrend si durch den Punkt Ei gegeben ist. Bestimmt man alle 
neun Spuren der drei Ebenen d, €, y, so erhalt man eine Reihe von 
Proben fiir die Genauigkeit der Zeichnung: in jeder Projektionsebene 
miissen die Spuren der drei Ebenen in einem Punkte sich schneiden. 

Die Bestimmung des Hauptmomentes M des Krdftepaares U 
(Abb. 56). Projiziert man die gleichwertigen Kraftegruppen 

K:\: U = D 4:(C-ff C0^-B+(J?+f50^J^+(^-++^0 
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auf die zu K rechtwinklig gestellte Ebene des Kraftepaares V, so 
entstehen (nach I, 13) vier gleichwertrge Kraftepaare, da die Pro 
jektionen der Krafte K^ 2), JEJ jP verschwinden. Das Kraftepcuir U 
bUdet demnach die gemeinschaftliche Projektion der drei Krafte- 
paare (A-H-A'), (5-H-jB0» (C4f C). Es genugt also, die Haupt- 
momentenstrecke 

M,==Aa 

des Kraftepaares (A-H-A') zu bestimmen und diese Strecke auf 
die zur Kraft K parallel gerichtete Hauptmomentenachse des 

Kraftepaares 17 zu 
projizieren. In der 
Zeichnung sind 
zur Probe auch 
die Hauptmo- 
mentenstrecken 

M, = Bb, 
Jf, = Cc 
und deren Pro- 
*^ jektionen auf M 
gebildet worden. 
Beim Auftragen 
der Hauptmo- 
mentenstrecken 
Mxf Mg, Ma ist deren Sinn zu beachten. Im vorliegenden Bei- 
spiel (Abb. 54, 56) ist das Moment von (C -H- C) fiir die Achse x 
negativ, das Moment von (J9 -H- B*) fiir die Achse y ebenfalls negativ 
und das Moment von (A -H- -4.') fiir die Achse 2: positiv; daher waren 
Mx und Mif im Sinne der negativen Achsen .r, y, die Strecke Mz 
dagegen im Sinne der positiven Achse g aufzutragen. Werden alle 
drei Momentenstrecken 

Mx = Oa, Jfy = OBy, M^ = OA, 

nach einem willkiirlich gewahlten Maflstabe aufgetragen, so ergibt 
sich noch eine Probe fiir die Richtigkeit und Genauigkeit der Zeich- 
nung: da die Hauptmomentenstrecke M des Kraftepaares U die ge- 
meinschaftliche Projektion der drei Strecken Mxf My, M^ bildet, so 
muJS die Ebene Ag By Gg rechUmnUig zur Kraft K gesteUt sein, 

15. Eine gegebene Kraftegruppe (P) zu ersetzen durch 
eine Kraft Q, die durch einen gegebenen Punkt A^ geht in 
Verbindung mit einem Kraftepaar t/i- (Abb. 57.) Die Kraft Q 
hat Grofle, Richtung und Sinn der geometrischen Summe der ge- 




L. Abb. 56. 
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gebenen Kraftegruppe (P), also der Krafte Z>, E, Fy die nach An- 
leitung des vorigen Abschnittes bestimmt werden. Dufch den ge» 
gebenen Punkt N ist auch die Lage der . Kr^ft Q bestimmt. 

Um ferner das Kraftepaar U^ zu bestimmen, bildet man aus 
den gleichwertigen Kraftegruppen : 

(P) ^ t t/i 7^ i^ + ( A 4f ^ - ^ + (^ -^ ^ ^ -D + ( C 4f C 

die aus je drei Kraftepaaren zusammengesetzten Gleichgewichts- 
gruppen: 

^ (Q 4f ^) + f/i + (P' ^ B) 
= (0 4+ D) + t/i 4: ((7' -ff O . 

Die Ebene (Q, F) schneidet die Ebene {A\ A\ d. i. die a^y-Ebene, 
in der Geraden Qi Fi , zu der die Spur Ui der Ebene u des Krafte- 
paars Ui parallel gerichtet ist, 
weil die drei Ebenen der Krafte- 
paare (Q+hP), L\ und {A' -ff A) 
in parallelen Geraden sich 
schneiden miissen. Ebenso ist 
die Richtung der Spur v^ durch 
die Gerade $2^2 und die Rich- 
tung der Spur ti^ durch die 
Gerade Q^ D^ bestimmt. In 
der Zeichnung ist die Ebene u 
durch den Punkt E^ gelegt. 

Die zur Ebene u senk- 
recht gerichtete Hauptmomen- 
tenstrecke Mi des Kraftepaars Ui -^'*= 
wird bestimmt durch die Be- 
dingung, dafi in Abb. 56 
die Momentenstrecke M die 
rechtwinklige Projektion der 
Strecke Mi bildet. Auf der durch den Punkt (Abb. 56) senkrecht 
zur Ebene u gelegten Geraden wird also von der Ebene Ag By Cx 
die Strecke Ui abgeschnitten; denn proji^iert man die beiden gleich- 
wertigen Kraftegruppen 

Q^Ui^-K^U 
auf die Ebene von ?7, so miissen sich, da die Projektionen von Q 
und K verschwinden, als Projektionen zwei gleichwertige Kraftepaare 
ergeben. Die beschriebene Bestimmung von Mi ist in Abb. 56 nicht 
ausgefiihrt worden, um die Zeichnung nicht zu uberladen. 
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i6. Eine gegebene Kraftegruppe (P) za ersetzen durch 
ein in einer gegebenen Ebene w liegendes Kraftepaar f/f 
in Verbindung mit einer Kraft Q (Abb. 57). Nach dem vorigen 
Abschnitt ist die Ebene (Q, F) parallel gestellt zur gegebenen 
Spur Ui , ferner die Ebene ((?, E) parallel' zur Spur u^ xind die 
Ebene {Q, D) parallel zur Spur Wg. Hierdurch Avird die Lage^ der 
unbekannten Kraft Q bestimmt; Die GrcJflen yon Q und Ui ergeben 
sich wie im vorigen Abschnitt. 



17. Den Nullpunkt Hq einer gegebenen Ebene }i in 
bezug auf eine gegebene Kraftegruppe (P) zu bestimmen 
(Abb. 58). Da: 

ist, so liegen die Nullpunkte aller zu den Koordinatenebenen xy, 
xz, yz parallel gestellten Ebenen auf den Achsen der Krafte jP,.^, D, 

Beispielsweise ist 
Pi (Abb. 54) der 
Nullpunkt der 
Ebene xy\ denn 
jede durch diesen 
Punkt gelegte 
Gerade der xy- 
Ebene schneidet 
nicht nur die 
Kraft P, sondern 
auch die unend- 
lich feme Resul- 
tante des Krafte- 
paares {A -H- A*), 
In Abb. 58 sind 
nur die beiden 
Krafte Z) und E 
eingetragen. Die durch ihre Spuren h^ , Ao , A3 gegebene Ebene A 
wird von den Kraften D und E in den Punkten D4, und E^ ge- 
schnitten. D4 ist der Nullpunkt der zu yz parallel gestellten 
Ebene D^HqJ\ denn jede in dieser Ebene durch den Punkt D^ ge- 
legte Gerade schneidet nicht nur die Kraft D, sondern auch die un- 
endlich feme Resultante des Kraftepaares (C-H-C"). Ebenso ist P^ 
der Nullpunkt der zu xz parallel gestellten Ebene E^H^J. Der ge- 
suchte Nullpunkt Hq der gegebenen Ebene A ist der Schnittpunkt 




L. Abb. 58. 
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der drei Ebenen A, D^HqJ und E^H^Jj weil die in der Ebene h 
liegenden zwei Achsen 2)4 -Hi und E^H^ Nullachsen der Krafte- 
gruppc (P) sind (I, 9). 

18. Die Nullebene h eines gegebenen Punktes H^ in 
bezug auf eine gegebene Kraftegruppe (P) zu bestimmen 
(Abb. 58). Man legt durch den gegebenen Punkt Hq drei Ebenen 
parallel zu den Projektionsebenen yz^ xz^ xy. Die erste dieser 
Ebenen schneidet die Kraft D im Punkte 2)4, die zweite E im 
Punkte E^ und die dritte F im Punkte P4. Nach dem vorigen 
Abschnitt sind die Achsen BqD^, -Ho-£^4 und H0F4, Nullachsen der 
gesuchten Ebene h und zu den Spuren h^^ h^f hi parallel gerichtet. 
Es geniigt, wie in Abb. 58 geschehen ist, nur ^tret' Nullachsen H^D^ 
und HqE4, aufzutragen. 

19. Eine gegebene Kraftegruppe (P) durch zwei 
Krafte O, II zu ersetzen; die Kraft iTsoll in einer gegebenen 
Ebene h liegen, wahrend die Kraft G durch einen gegebenen 
Punkt Gq gehen soil, der nicht in der Ebene h liegt. Wir 
entnehmen aus dem Abschnitt 26 der Abhandlung I die Bedingungen, 
dafl die Kraft G durch den NuUpunkt Hq der gegebenen Ebene h 
gehen muB, und daB die Kraft H in der Nullebene g des gegebenen 
Punktes Gq liegen muB. G fallt also mit der Geraden GqBq und // 
mit dem Schnitt der beiden Ebenen g und h zusammen. Nachdem 
die Lagen der beiden Krafte nach Anleitung der Abschnitte 17 und 18 
bestimmt worden sind, ergeben sich Grofie und Sinn derselben aus 
der Bedingung, dafi ihre geometrische Summe mit einer jeden der 
drei bekannten Krafte K, 2), E^ F iibereinstimmen mufl: 

Demnach miissen die drei Krafte G, H und K zu einer Ebene 
parallel gerichtet sein, was fiir die Richtigkeit der Zeichnung zur 
Probe dienen kann. 

20. Eine gegebene Kraftegruppe (P) durch zwei 
Krafte G, H zu ersetzen; die Kraft G soil mit einer ge- 
gebenen Achse^ zusammenfallen. Die Lage der Kraft -ff wird 
bestimmt durch die Schnittachse h der Nullebenen aller auf der Achse^ 
liegenden Punkte (I, 26). Nachdem die Achse h durch jswei der be- 
zeichneten Nullebenen bestimmt worden ist, ergeben sich GroBe 
und Sinn der beiden Krafte G, H wie im Abschnitt 19 aus der 
Bedingung: 

G^H-K. 
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21. Literarische Notizen. Bei Abfassung der vorstehenden 
Abhandlung wurden die folgenden Aufsatze benutzt: 

1. Beitrag zur Theorie der BogenfachwerJcstragei'; Zeitschrift 
des Architekten- und Ingcnieur-Vereins zu Hannover 1874, S. 230. 
Dieser Aufsatz behandelt u. a. die im Abschnitt 4 und in den 
Abb. 8 bis 13 dargestellten Aufgaben. 

2. Eine Aufgdbe der graphischen Statik; Zivilingenieur 1886, 
S. 535; bezieht sich auf die Aufgabe des Abschnittes 6: Ein Seil- 
polygon durch drei Punkte zu legen. 

3. Technische Mechanik; nach den Vorlesungen von Mohr be- 
arbeitet und 1877 herausgegeben vom Ingenieur-Verein am Poly- 
technikum in Stuttgart; behandelt auf Seite 205 die im Abschnitt 9 
beschriebene erste Aufgabe (Abb. 30—32). 

4. Beitrag zur Theoi'ie der Trdgei^; Zeitschrift des Architekten- 
und Ingenieur-Vereins zu Hannover 1899, S. 586; enthalt die im 
Abschnitt 9 beschriebene und in den Abb. 36 bis 46 dargestellte 
Aufgabe. 

5. Beitrag zur Theorie de)' HoU- und Eisenhonstruktioncn; 
Hannoversche Zeitschrift 1870, S. 41; behandelt die Aufgabe des 
Abschnittes 12, Abb. 52 und 53. 

6. Ueher die Zusammensetzung der Krdfte im Raume; Zivil- 
ingenieur 1876, S. 121; behandelt ausfiihrlicher den Gegenstand der 
Abschnitte 13 bis 20 und der Abb. 54 bis 58. 

Yarignon, Nouvelle mecanique ou staiique, Paris 1725, war 
der erste, der das Seilpolygon fiir die Zusammensetzung der Krafte 
in der Ebene und fiir die Darstellung der Gleichgewichtsbedingungen 
benutzte. 

Culmann, Graphische Statik, Zurich 1866, erkannte zuerst die 
allgemeine Anwendbarkeit des Kraftepolygons und des Seilpolygons 
fiir die Losung statischer Aufgaben. Er wurde hierdurch zum Be- 
griinder der graphischen Statik. Von ihm stammt die in den 
Abschnitten 7 und 8 beschriebene Darstellung der statischen 
Momente und der Biegungsmomente vermittels des Seilpolygons. 
Sein Buch gibt zahlreiche Amvendungen auf die Aufgaben des In- 
genieurwesens, die in der vorliegenden Abhandlung nicht in Betracht 
kommen und daher hier iibergangen werden. Culmanns Bestreben, 
die Oeometrie der Lage zur Grundlage der graphischen Statik zu 
machen, fand wenig Anklang. Die Ansichten, die ich hieriiber in 
meinem Aufsatze: Die graphische Statik und das graphische Bechnen, 
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Zivilingenieur 1875, S. 232, auBerte, scheinen von der Erfahrung be- 
statigt zu werden: „Wohl aber sprechen gewichtige Griinde dafiir, 
den Vorrat von wissenschaftlichen Hilfsmitteln, die jeder Techniker 
notwendig sich anzueignen hat, auf das zulassige Minimum zu be- 
schranken. Der obligatorische Untericht hat an den meisten poly- 
technischen Schulen einen Umfang erreicht, bei dem ein griindliches 
und selbstandiges Studium kaum noch bestehen kann. Man wird 
daher gut daran tun, nicht ohne zwingende Griinde den obligatorischen 
Unterricht : noch mehr zu erweitern. Wir wollen hiermit den Nutzen 
des Studiums der neueren Geometrie selbstverstandlich nicht in Ab- 
rede stellen. Die Studierenden, welche Fahigkeit und Neigung zum 
Studium der Mathematik besitzen, miissen Gelegenheit erhalten, auch 
in der neueren Geometrie sich auszubilden; es erscheint uns aber 
nicht allein unniitz, sondern sogar schadlich, die groiie Mehrzahl der 
Minderbefahigten zu einer unnotigen Erweiterung ihrer theoretischen 
Studien zu zwingen.** 

Ausfuhrliche Literaturangaben iiber die graphische Statik und 
ihre Anwendungen finden sich in dem von Hcfinebeig bearbeiteten 
Abschnitt IV, 5 der Encyklopadie der mathematischen Wissen- 
schaften: Die graphische Statik der starren Kbrper. 



77 



\ 

I 



Abhandlung m. 
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Die Geometrie der Massen. 



▲. Die Momente ersten Grades einer Gruppe von materieUen Pankten. 

I. Der Schwerpunkt einer Punktgruppe. Wir bezeichnen 
mit ^1, A^y -43... eine Gruppe von starr miteinander verbundenen 
Punkten, deren Massen die Grofien m\, m^^^ m^ , , . haben. Der 
Begriff ilfa^se braucht hier nicht naher erlautert zu werden; es ge- 
niigt die Angabe, dafi man unter Massen unverdndediche positive 
Werte versteht, die den Punkten beigelegt werden. Mit M wird 
die Summe der Massen aller Punkte, also die Gesamtmasse der 
Punktgruppe, bezeichnet. Es sei u irgend eine Achse und (m) eine 
zur Achse u rechtwinklig gestellte Ebene, in bezug auf welche die 
Ordinaten der Massenpunkte Ai^ -4.2, A^ . . die algebraischen 
Werte Wi, W2, lis • . • haben. Die Ordinaten sind positiv, wenn sie 
den Sinn der Achse u haben. Unter dem Moment ersten Grades 
der Punktgruppe in lezug auf die Ehene (u) versteht man die 
algebraische Summe der Produkte aus der Masse m eines jeden Punktes 
und seiner Ordinate u: 

^1^1 -\- ni2U2 -\- fn^u^ -\- . . . = Smu, 

Der Punkt S von der Masse M, dessen Moment in bezug auf jedc 
Ebene gleich dem Moment der Punktgruppe ist, wird der Schiver- 
punht der Gruppe genannt. Dafi ein solcher Punkt, und zwar nur 
ein Punkt von dieser Beschaffenheit, vorhanden ist, erkennt man auf 
folgendem Wege. Werden in bezug auf irgend ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem die Koordinaten der Punkte S, -4i , J.2 . . . mit 
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(^0. J/ot ^o)i (^if J/i» ^i)f (^2f J/2» O • • • bezeichnet, so ist nach der obigen 
Erklarung der Punkt S bestimmt durch die drei Gleichungen: 

Mxo = fWiXi + ^2^2 + . . . = Smx 1 
Jlfyo = Wiyi+W2y2 + - • • =2my \ (i) 

Mz^ = mi £?! -j- ^2 -s'a + • • • = -Sw^r I 
Zwischen den Koordinaten x, y, z eines Punktes und seiner 

Ordinate u in bezug auf irgend eine gegebene Ebene (u) besteht 

eine algebraische Beziehung von der Form 

u = a-^-bx-^-cy-^-dZf 

in der a, 5, c, d unveranderliche Grofien bezeichnen. Das Moment 
ersten Grades der Punktgruppe in bezug auf die Ebene (w) hat 
also den Wert: 

2mu = a2m -{- h2mx -f- c2my -f- dSmz 
Oder nach den Gleichungen 1): 

2mu = Jf (a + 6^0 + cy^ + dz^) = Mu^^ (2) 

wenn mit Uq die Ordinate des Punktes S in bezug auf die Ebene (u) 
bezeichnet wird. 

Unter dem SchwerpunJct eines Korpers versteht man den 
Schwerpunkt einer Punktgruppe, welche entsteht, wenn man den 
Korper in unendlich kleine Teile zerlegt und jeden Teil durch einen 
Punkt ersetzt, dem die Masse des Teiles beigelegt wird. Der Korper 
heifit gleichartig, wenn die Masse des Punktes dem Mauminhalt 
des Korperteiles proportional ist. In ahnlicher Weise spricht man 
von den Schwerpunkten gleichartiger und nicht gleichartiger Flachen 
und Linien. Im folgenden ist nur von gleichartigen Gebilden 
die Rede. 

2. Der Schwerpunkt der Projektion einer Punkt- 
gruppe. Wenn man den rechtwinkligen Projektionen der Punkte Ai^ 
J.2, J-s . . auf irgend eine Ebene, z. B. die xy-EhenCy oder auf 
irgend eine Achse x die Massen ^i, m^f m^ , . » jener Punkte bei- 
legt, so fallt der Schwerpunkt S' der Projektionen mit der Pro- 
jektion des Schwerpunktes zusammen. Denn die Koordinaten x*, 
y\ z* des Schwerpunktes S* sind den Gleichungen 1) zufolge im 
ersten Falle: 

und im zweiten Falle 
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3. Graphische Bestimmung des Schwerpunktes einer 
Punktgruppe. 

Erstes Verfahren. Um die Ordinate Xq des Schwerpunktes 
einer gegebenen Punktgruppe zu bestimmen, projiziert man jeden 
Punkt Ai auf die a:-Achse und legt durch die Projektion des Punktes 
eine Kraft von der Richtung und dem Sinne der j/-Achse und von 
einer Grofie, die ebensoviele Krafteinheiten enthalt, wie die Masse uti 
des Punktes Masseneinheiten hat. Die durch ein Seilpolygon zu be- 
stimmende Resultante der Parallelkrafte geht durch die Projektion 
des Schwerpunktes S auf die a;-Achse. Denn die Gleichung 

kann aufgefaBt werden als die Momentengleichung in bezug auf den 
Anfangspunkt der Koordinaten, welche ausdriickt, dafi das statische 
Moment der Resultanten M der Summe der statischen Momente 
der Parallelkrafte mi, m^ . . . gleich ist. 

Der Schwerpunkt einer raumlichen Punktg^ppe wird demnach 
durch drei und der einer ebenen Gruppe durch zwei Seilpolygone 
bestimmt. 

Zweites Verfahren. Wir bezeichnen mit ai , Oa , Oj . . die 
Strecken AAi, AA^, AA^ . . . vom Anfangspunkt A der Koordinaten 
nach den Punkten Ax, A^, A^ . . . und mit Oq die Strecke A 8. Die 
drei Gleichungen: 

•^0 — -jjj ^1 "T ~^ a'2 -f- • • • • 

mi , mo , 
^® "" IT ^^ + "if ^^ + • • 

sind gleichbedeutend mit dem Ausdruck: 

_ Ml I wi2 , 

tto - -^- Ui :f -YF ^2 + • • • 

welcher angibt, da6 die Strecke Oq die gcomeb'ische Summe der 

Strecken -,1. Uiy -i4 ^2 • • • bildet; denn es ist zu beachten, dafi in 
ill M 

bezug auf die Koordinatenachsen Xq, j/q, -S'o die Projektionen der 

Strecke a©, ferner Xi, j/i, Zi die Projektionen der Strecke Ui usf. 

bezeichnen. Der Schwerpunkt einer ebenen Punktgruppe wird so- 
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liach durch ein Sunimierungspolygon bestimmt. Fiir eine raumliche 
Punktgruppe sind zwei Projektionen dieses Polygons aufzutragen. 
Die Abb. i zeigt ein Beispiel. Die Punkte A^y A^, A^, A^, S haben 
die Massen 3, 2, 6, $» ^6 und Jiegen 

in der Bildebene. Das Summie,rungs- ^^ j^j o 

polygon ^ CD -E/Szur Bestimmung des "^\ "^ ' -^^^ 

Schwerpunktes 8 besteht also aus den ""-^ 

Strecken: AC, CD, DE, ES, welche i*C . ; .' o 

Richtung und Sinn der Strecken J.^i, A^ C A 

AA^, AA^y AA^ und die Grofien: Abb. i. 

AC = ^AAt; CD = ^|- A A,, DE = y^- AA^ 

5 
16 
haben. 

DaB die Wahl des Anfangspunktes A des Summierungspolygons 
ohne Einflufi ist auf die Lage des Endpunktes 8, ergibt sich auch 
auf geometrischem Wege aus folgender Ueberlegung. Wahlt man als 
Anfangspunkt anstatt A irgend einen anderen Punkt B und bezeichnet 
die Strecken BA, B8, BAi, BA^ . . . mit 6, 6o» ^u ^2 - ••> so ist: 



E8=^^AA^ 






folglich: 
oder: 






4. Zerlegung einer Punktgruppe in Teilgruppen. Zer- 
legt man eine gegebene Punktgruppe in Teilgruppen i, 2, 3 . . . 
mit den Schwerpunkten 81, 82, 8^ - - -y so fallt der Schwerpunkt 
der Punkte 8^, 82, 8^ * , . mit den Massen M^, ^/g, M^ . . zu- 
sammen mit dem Schwerpunkt 8 der ganzen Gruppe, wie aus den 
Gleichungen 1) ohne weiteres folgt. Liegen die Punkte 8^, 82* 
/S'g . . . in einer Ebene oder auf einer Achse, so liegt auch 8 in 
dieser Ebene oder auf dieser Achse. Solche Ebenen und Achsen 
werden 8chxoerebenen und 8chiveraclisen der Punktgruppe genannt. 

Beisjnele: Die Achse AD, welche die Ecke A einer gleich- 
artigen Dreiecksflache ABC mit dem Halbierungspunkt D der 
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Seite BC verbindet, ist eine Schwerachse des Dreiecks, weil die 
Schwcrpunkte der unendlich diinnen Streifen von der Richtung BG^ 
in die man die Dreiecksflache zerlegen kann, auf AD liegen. 

Die Achse ASy^^ welche die Spitze einer gleichartigen Pyramide 
mit dem Schwerpunkt S^ ihrer Grundflache verbindet, ist eine 
Schwerachse, weil die Schwcrpunkte der zur Grundflache parallel 
gestellten unendlich diinnen Schichten, in die man die Pyramide 
zerlegen kann, auf jener Achse liegen. 

Jede Symmetrieebene eines gleichartigen Korpers ist eine 
Schwerebene, jede Symmetrieachse eine Schwerachse. Der Schwer- 
punkt wird also durch zwei Symmetrieachsen bestimmt. 

5. Gleichwertige Punktgruppen. Mdn nennt bei Schwer- 

punktsbestimmungen zwei Punktgruppen gleichwertig , wenn ihre 

Schwcrpunkte zusammenfalien und gleiche Massen haben. Eine 

gerade Linie AB von der Masse M ist gleichwertig den zwei 

M 
Punkten A, By wenn jedem die Masse -^ beigelegt wird. Eine 

Dreiecksflache ABC von der Masse M ist gleichwertig den drei 

M 

Punkten Af B, C von den Massen -s-. Ein Tetraeder ABCD von 

6 

der Masse M ist gleichwertig den vier Punkten Aj 5, C, D von den 

Massen -j-- 
4 

Als Beispiel der Anwendung wahlen wir die Bestimmung des 
Schwerpunktes einer Trapezflache ABCD (Abb. 2). Wir zer- 
legen diese Flache erstens durch die Diagonale AC in die beiden 




Abb. 2. 



Dreiecke ABC^ ADC von den Massen Jfi, M^, zweitens durch 
die Diagonale BD in die Dreiecke ABD, BCD von den ebenso 
grofien Massen Jfi, M^. Bei der ersten Zerlegung ist die Trapez- 
flache gleichwertig den vier Punkten A^ B, (7, D, deren Massen in 

Hohr: AbhandL a. d. Gebiete d. technischen Mechanik. 6 
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dieser Reihenfolge die Grofien — ^— f — -, -^, — ^^^ — -^ —^ 

6 6 6 o 

haben. Bei der zweiten Zerlegung erhalten die vier dem Trapez 

gleichwertigen Punkte A, Bj C, D die Massen -~- , — ^—^ — - , -~ , 

o o o 

— ^—^ — -. Legt man die beiden Gruppen aufeinander und halbiert 
o 

ihre Massen, so entsteht eine dritte dem Trapez gleichwertige Punkt- 
gruppe A, B, C, D von den MasSen ^-^ — -, ^-^ — ?, 

— —^i, =, — —^y, =. Die beiden Punkte A, B dieser Gruppe 

6 o 

haben gleiche Massen und konnen also durch den Halbierungspunkt E 

der Strecke AB ersetzt werden, wenn diesem Punkte die Masse 

^^^ — ^ beigelegt wird. Ebenso ersetzt man die Punkte C, D 

6 

durch den Halbierungspunkt F der Strecke CD von der Masse 

— ^ "I ^ — -, Der Schwerpunkt S der Trapezflache ABCD liegt 

also auf der Schwerachse EF und mufi der Bedingung: 

E8 : SF^.QI M2 + Ml) : (2M^ + M^) = (2 CD + AB) : (2 AB-^- CD) 

entsprechen. Demgemafi tragt man: 

AG=^BH=CD und CJ=DK=^AB' 

auf und bestimmt den Schwerpunkt S durch den Schnitt der drei 
Geraden EF, GJ, HK. 



B. Die Momente zweiten Grades einer ebenen Panktgruppe oder 

einer ebenen FlUche. 

6. Tragheitsmomente einer ebenen Punktgruppe in 
bezug auf alle Achsen der Ebene, die einer gegebenen 
Achse AB parallel gerichtet sind. In dem Abschnitt 12 der 
Abhandlung II wurde beschrieben, wie das Tragheitsmoment 

J=^Fi^^2y^dF 

einer ebenen Flache F in bezug auf eine Achse AB vermittels 
einer Seilkurve CDE (Abb. 3) bestimmt werden kann. Es wurde 
dort bewiesen, dafi die mit F^ bezeichnete Flache CDEGBC, die 
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von der Seilkurve GDEy ihren Tangenten CB, EO und der Achse AB 
begrenzt wird, dem Quadrat des Tragheitshalbmessers i der Flache F 
in bezug auf die Achse AB gleich ist: 

F, = i\ (3) 

Ist die Flache F nicht gleichartig, so treten an Stelle der 
Flachenteile dF ihre gegebenen Massen dM. Sind die Massen iiber 





Abb. 3 



Abb. 4. 



die Flache F nicht stetig verteilt und bestehen aas endlichen Punkt- 
massen, so tritt an die Stelle der Seilkurve ein Seilpolygon. Man 
kann ferner die ebene Punktgruppe ansehen als die Projektion einer 
raumlichen Punktgruppe und das Tragheitsmoment dieser Gruppe 
beziehen auf die Ebene, welche die Bildflache in der Achse AB 
rechtwinklig schneidet. In alien diesen Fallen bleiben die in den 
folgenden Abschnitten abzuleitenden Beziehungen unverandert 

Die Flache F^ kann in die Flache CDEHC und das Dreieck 
OHB zerlegt werden. Die zuerst genannte Flache bestimmt das 
Quadrat des Tragheitshalbmessers i^ in bezug auf die parallel zm AB 
durch den Schwerpunkt S der Flache F gelegte Achse 8H: 

CDEHC ^il. 

Die Dreiecksflache GHB ist gleich dem Quadrat des Ab- 
standes a zwischen den beiden Achsen SH, AB: 

GHB = a^ 

weil wegen Aehnlichkeit dieses Dreiecks mit dem Dreieck S^^ S^, F 
im Krafteplan (Abb. 4) BG gleich 2 a ist. Zwischen den Tragheits- 
halbmessern ig und i besteht demnach die Beziehung: 



;2 



= i]+a'. 



(4) 



Dieselbe Beziehung besteht zwischen den Tragheitshalbmessern 
einer raumlichen Punktgruppe in bezug auf zwei Parallelebenen, von 
denen eine durch den Schwerpunkt der Gruppe geht. 
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7. Die Tragheitsmoiriente und Zentrifugalmomente 
einer ebenen Flache F in bezug auf alle Achsen der 
Ebene, die durch den Schwerpunkt gehen. Wir bezeichnen 
in Abb. 5 mit g die Strecke 8C vom Schwerpunkt 8 der Flache F 
nach irgend einem unendlich kleinen Flachenteil dF und mit^^, tp^ 
die Winkel, die ein Zeiger im 
Sinne der Uhrzeigerdrehung 
von den zwei gegebenen 
Achsen SA, SB nach 8C zu 
durchlaufen hat. Wir setzen 
ferner das liber die ganze 
Flache F sich erstreckende In- 
tegral : 

fe^dF=Fp^ 

und bezeichnen also mit ^ den 

Halbmesser des polaren Trag- 

heitsmomentes in bezug auf den 

Schwerpunkt 8. Der Umrifi der Flache F kommt hier nicht in Be- 

tracht und ist daher in die Zeichnung nicht eingetragen worden. 

Die Ordinaten des Flachenelements dF in bezug auf die 
beiden Achsen 8 A, 8B haben die algebraischen Werte g sin (f^ 
und g sin yg ; sie sind den Sinuswerten entsprechend positiv oder 
negativ, je nachdem dF rechts oder links von der betreffenden 
Achse liegt. Das Zentrifugalmoment von dF in bezug auf die 
beiden Achsen 8Af 8B hat demnach den Wert e^dFs'iiKp^ sin ^2* 
Um diese Grofle graphisch darzustellen, Ziehen wir durch 8 einen 
Kreis vom Durchmesser^ und im iibrigen von beliebiger Lage, der 
von den Achsen 8 A, 8Bf 8C in den Punkten Ai, Bi, Ci geschnitten 
wird. Da: 

CiAi =p sin ^1 und CiBi =p sin y^ 

ist, so hat die Ordinate CiO des Kreispunktes Ci in bezug auf die 
Sehne AiBi die Lange: 

CiG =p sin (fi sin <f^. 

z^dF 
Legt man nun dem Kreispunkte Ci die Masse bei, so O'hdlt 

das Moment ersfen Grades des Masscnpuyiktes Ci in hezug auf die 
Sehne Ai J?i : 

z^dF 

p sin (fi sin ^2 = ^^ dF sin y^ sin ^2 
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die Grofie des Zentrifugalmomentes von dF in hezug auf das 

Achsenpaar 8A, SB, Man beachte, dafl die Punkte der beiden zur 

Sehne Ai Bt gehorigen Kreisbogen Ai SBi und Ai HBy Zentrifugal- 

momente von entgegengesetzten Vorzeichen haben; im vorliegenden 

Beispiel ist das Vorzeichen fur die Punkte des Bogens Ai SBi positiv, 

weil diese Punkte entweder links oder rechts von beiden Achsen 8 A, SB 

liegen. Wahlt man den Sinn der Achse Ai Bi so, dafi dieser Bogen 

AiSBi reckts von der Achse liegt, so stimmen nicht nur die Groflen, 

sondem auch die Vorzeichen der beiden Momente miteinander 

iiberein. Man denke sich nun, was in Wirklichkeit nicht ausgefiihrt 

zu werden braucht, es sei ermittelt worden: fiir jeden Flachenteil dF 

z^dF 
der zugehorige Kreispunkt Gx und dessen positive Masse , 

ferner die Lage des Schwerpunktes T aller dieser auf dem Kreise 
liegenden Massen und die Masse M des Punktes T, den wir zur 
Unterscheidung von dem Schwerpunkt S den TrdgheitsschwerpunJct 
der Flache F in bezug auf den TrdgheitsJcreis SH nennen: 

M=:—fz^ dF ^ — Fp^^ Fp; (5) 

p p 

dann ergeben sich ohne weiteres die folgenden Beziehungen: 

1. Fiir jedes Paar Schwerpunktsachsen SA, SB ist das Zentri- 
fugalmoment der Flache F gleich dem Moment ersten Grades Fpm 
des Punktes T von der Masse Fp in bezug auf die Achse A^B^, wenn 
der Sinn dieser Achse so gewahlt wird, wie oben angegeben ist. 
Das Zentrifugalmoment ist positiv oder negativ, je nachdem T rechts 
oder links von der Achse A^B^ liegt. 

2. Das Zentrifugalmoment der Flache F ist gleich null fur 
jedes Achsenpaar SL^^ SN^ (Abb. 6), dessen Kreissehne L^N^ durch 
den Trdgheits8chwerpunkt T geht. Zwei solche Achsen werden 
honjuffierte Schwerpunktsachsen genannt, weil die Lage der einen 
Achse durch die der anderen bestimmt wird. 

3. Das Trdgheitsmoment J der Flache F fur jede Schwerpunkts- 
achse SA (Abb. 7) ist gleich dem Moment ersten Grades des 
Punktes T von der Masse Fp in bezug auf die zugehorige Kreis- 
tangente AK: 

J=Fi' = Fpt, (6) 

wenn mit t der Abstand TK oder LA des Punktes T von der 
Kreistangente AK bezeichnet wird; denn lafit man die Achse SB, 
auch dem Sinne nach, mit SA zusammenfallen, so verwandelt sich 
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die Sehne AB in die Tangente AK und das Zentrifugalmoment in das 
Tragheitsmoment, dessen Vorzeichen selbstverstandlich stets positiv ist. 





Abb. 6. 



Abb. 7. 



4. Um auf graphischem Wege fiir eine Schwerpunktsachse SA 
den Trdgheitshalbmesser i zu bestimmen, zieht man (Abb. 7) durch T 
die Kreissehne NTLN senkrecht zum Halbmesser OA, Da 



ist, so folgt: 



AN^ = AP'AL=pt 

AN^l 

5. Fiir je zwei Schwerpunktsachsen , die rechtwinklig sich 
schneiden, hat die Summe der beiden Tragheitsmomente den un- 
veranderlichen Wert Fp^, 

6. Fallt der Tragheitsschwerpunkt T nicht mit dem Kreis- 
mittelpunkt zusammen, so gibt es nur ein Paar konjugierter Schwer- 
punktsachsen, die unter einem rechten 

Winkel sich schneiden. Diese beiden 
SchwerpunJctshauptachsen SH^, SH2 
(Abb. 8) werden durch den Kreis- 
durchmesser H^ TH^ bestimmt. 
Im Vergleich mit alien anderen 
Schwerpunktsachsen erreicht das 
Tragheitsmoment fiir die eine Haupt- 
achse 8H^ seinen grofiten, fur die 
andere SH^ seinen kleinsten Wert. 
Wir nennen SH^ die erste, SH^ 
die zweite Schwerpunktshauptachse. 

Fallen die Punkte T und zusammen, so sind die Tragheits- 
momente fiir alle Schwerpunktsachsen von gleicher GroBe -^ Fp^, 




Abb. 8. 
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und je zwei unter einem rechten Winkel sich schneidende Schwer- 
punktsachsen bilden zwei Hauptachsen. 

7. In Abb. 8 bezeichnen fj, tg, i die Tragheitshalbmesser der 
Flache F fiir die beiden Schwerpunktshauptachsen SHi, Sff^ und fiir 
die Achse SH^ welche mit der ei'sten Hauptachse den Winkel 

HSHi = a 

einschlieBt; ferner bezeichnen tiy t^t i die Abstande HiT, H^ T, 
HD des Tragheitsschwerpunktes T von den Kreistangenten der 
Punkte Hi, Hf, H. Es ist also: 



.2 



.3 



«i=jp^i, ti=pt%, i^==pi, 
0^1 = 0^2 = 1- = ^^-t^ = ^- 



0T= 



2 



22> 



«1 — t2 



Oder: 



2 2p 

HD = HO+OD 

-'4^ + ^^cos(2«) 



t = 



Oder: 



.a I .2 .2 .2 

•2 »i"r«2 I ti — 12 ,0 N 
« = — I 1 2~ ^^^ ^^") 



(7) 



Oder: 



•2 '2 « I •2 • o 

f =z= ti COS* a + 12 sm* a. (s) 

Die vorstehenden Beziehungen ergeben sich in gleicher Weise 
fur jeden anderen Achsenbiischel der Ebene, also fur Achsen, die 
nicht im Schwerpunkt, sondern in irgend einem anderen Punkt der 

Ebene sich schneiden. Die Be- 
^ ziehungen gelten ferner auch 

fiir raumliche Punktgruppen und 
J \^ ' ly^ / \ \ Korper in bezug auf Ebenen, die 

in einer Achse sich schneiden, 
wie schon oben hervorgehoben 
wurde. 

8. Die Ausfiihrung der 

graphischen Darstellung. 

Um die im vorigen Abschnitt 

beschriebene Darstellung zu 

Abb. 9. bilden, bestimmt man fiir drei 




Schwerpunktsachsen SA, SB, SC (Abb. 9), wclche zwei Winkel 
von 45°: 

<ASB=^B8C=^'=> 
einschlieCen, die Tragheitsmomente Jf*!!, Fi\, f t^ der Flachc jF. Da 
der Winkel ASC gleich 90° ist, so wird durch die GleichuDg 

der Durchmesser 

AC = p 
des durch den Schwerpunkt S zu ziehenden Tragheitskreises SABC 
bestimmt. Man tragt darauf die Sehnen 

AD = H, BE=u 
auf und bestimmt nach Abschnitt (7, 4) den Tragheitsschwerpunkt T 
durch die beiden Gcraden: 

DT±OA und ET± OB. 
Hat die Flache jF' eine Symmetrieachse, so ist diese eine der 
Schwerpunktshauptachsen und es geniigt dann die Bestimmung der 
Tragheitshalbmesser t'l, i, fiir die Hauptachsen. 

9. And ere Darstellungen. Die im vorstehenden be- 
schriebene graphische Darstellung ist fiir die meisten Anwendungen 
am bequemsten; wir fugen jedoch noch einige andere Darstellungen 
hinzu , weil dieselben in einzelnen 
Fallen mit Nutzen verwendet werden 
kdnnen. 

I. Von Canchy und Poinsot 
riihrt folgende Darstellung her. Tr^ 
man auf jeder Schwerpunktsachse 8H. 
(Abb. 10), fiir die der Tragheitshalb- 
messer mit i bezeichnet wird, die 
Strecken 

1 

auf, so entsteht als geometrischer Abb, 10. 

Ort der Punkte H eine Ellipse, deren 

grofie Achse mit der zweiten und deren Ideine Achse mit der erskn 

Schwerpunktshauptachse r.usammenfallt; denn bezeichnet man die 

Koordinaten des Punktes H in bezug auf die Achsen SHi und SH^ 

mit X und y, so ist 

1. 1, . , Lu 

X = ■ sin a und y ^ — ^-=- cos a, 
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und da nach Gleichung 8) 

ist, so folgt als Gleichung des geometrischen Ortes von H: 



X' 



-•2 



t2 



Die Lange i kann auch unmittelbar aus der Zeichnung ent- 
nommen werden, indem man die zu SH parallel gerichtete Tangente 
KL zieht und ihren Abstand SK vom Mittelpunkt 8 bestimmt. Da 

ist, so folgt: 

2. In Abb. II ist SH^H^ 
ein durch den Schwerpunkt 8 ge- 
zogener Kreis von iibrigens be- 
liebiger Lage und Grofle. Recht- 
winklig zum Durchmesser H^H^ 
sind die O idinat e n 

•2 




-•2 



und jETj N^ = 



lip . - ^ 

aufgetragen. Fiir jede Schwer- 
punktsachse SH bestimmt die 
durch den Kreispunkt H gezogene 
Ordinate NN die Grofle 



NN^ 



«'2 



P 



Abb. II. 



denn aus dem Verhaltnis: 



•2 



QH,:QO:ON:Qff, = il: 



•J I -J 'J •<£ 

' • - COS (2a) : ti 



2 



2 



folgt: 



NX = 



•2 I • 



■2 



•2 •« 

2 , tl t2 ^^^ .o X t' 



In der Regel sind die Hauptachsen und die zugehorigen Trag- 
heitshalbmesser nicht gegeben, sondern zu ermitteln. Man bestimmt 
dann fiir drei beliebige Schwerpunktsachsen SH^, SH^, 8H^ die 
Tragheitshalbmesser tj, %, % und zieht die parallelen Strecken H^Ki, 
H^K^t -Hs-Si, welche der Bedingung: 
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entsprechen. Die Geradenpaare (^s jEr4, jK^-STJ, {H^H^, -Kj^s), (H^H^, 
K^K^) schneiden sich in drei Punkten ig, L^, L^ der Achse QL^, 
die zur Achse QH^ OH^ rechtwinklig steht, und also die Haupt- 
achsen bestimmt. 

3. In Abb. 12 ist der Durchrtiesser H^H^ des Kreises SH^H^ 
gleich ti 4" ^ ""^ durch den Punkt P in die Strecken 

zerlegt. Auf jeder Schwerpunktsachse SH bestimmt der Kreis- 
punkt H den Tragheitshalbmesser i durch die Lange 

PH=i] 
denn in Abb. 12 ist: 

PL^ = ij cos a, PL^ = ij sin a, 
folglich in Uebereinstimmung mit Gleichung 8): 



PH' = i^ = a cos^ a + a sin^ «. 




'^^ 




Abb. 12. 



Abb. 13. 



4. In Abb. 13 ist der Durchmesser des Kreises Sff^ff^' 

1 ""2 ^^ \ "^ ^2 » 
und der Punkt P auf der Geraden H^R^ entspricht den Bedingungen: 

PH,=n, PH^=i,. 

Fur jede Schwerpunktsachse SH bestimmt der Kreispunkt H 
den Tragheitshalbmesser i durch die Lange 

PH=i, 
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denn in Abb. 13 ist: 

PLi = «i cos a, PL2 = t'a sin a , 

folglich in Uebereinstimmung mit Gleichung 8): 

PSP = f-a = i\ cos^ a + il sin^a. 

5. In Abb. 14 schneidet der Kreis H1HH2 ^luf den beiden 
Hauptachsen SHi^ 8H2 die Langen 

Hi fli = il , S2 -H2 = *2 
ab. Hi Hi ist der Durchmesser des Kreises. Auf jeder Schwer 
punktsachse SH schneidet dieser Kreis die Sehne 

HH=i 





Abb. 14. 



ab. Man beachte, dafi: 



Abb. 15. 



S0^ = 



•2 .2 

tl — «2 



ov= 



•2 .2 

*1 "~ ^2 .0 

- Sin* a , 



4 ' 4 

folglich : 

HH^=4l7H^=il — (i\ — il)sm^a==ilcos^a+iUin^a = i^ 
ist. 

6. In Abb. 15 liegen die beiden Punkte 5i, -Bi> dJ^ Brenn- 
punkte der Flache ^, auf der ersten Schwerpunktshauptachse um 
die Lange: 

vom Schwerpunkt entfernt. Fur jede Achse A A der Ebene, aUo 
nicht nur fur die Schtvei'jyunktsachsen, wird der Tragheitshalbmesser t 
der Flache F bestimmt durch die Gleichung: 



P = i{+b,h. 



(9) 
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wenn mit bi, h^ die Ordinaten der Brennpunkte Bi, B^ in bezug 
auf die Achse A A bezeichnet werden. Hierbei ist zu beachten, dafi 
das Produkt hi b^ negativ ist, wenn die Brennpunkte durch die 
Achse A A voneinander getrennt werden. 

Filr die zu AA parallel gerichtete Schwerpunktsachse CC hat 
das Quadrat des Tragheitshalbmessers nach Gletchung 8) die Grofie 

2 9 I '3 • 4 '2 /•2 •2\ • Q '2 i* 

ti COS'* a 4" ♦» ^^^ a = ti — (ti — f 2; sm* a = ti — b\ 
Folglich ist: 

Die vorstehende Darstellung gestattet die Losung der folgenden 
zwei Aufgaben: 

Fiir einen gegebenen Punkt U der Ebene die Lage der Haupir 
achsen UHi, UHq zu bestimmen (Abb. 16). Nach Gleichung 8), die 
auch fiir den Achsenbiischel V gilt, halbieren die Hauptachsen die 
Winkel zwischen je zwei Achsen, fur welche die Tragheitsmomente 





Abb. 16. 



Abb. 17. 



der Flache F gleiche Werte haben. UBi^ UB^ sind zwei solche 
Achsen, weil die Tragheitsmomente fiir alle Achsen, die durch einen 

der beiden Brennpunkte gehen, nach Gleichung 9) die Grofle Fil 
haben. 

Auf einer gegebeneii Achse AiA^ (Abb. 17) den Punkt V zu. 
bestimmen, fur den A1A2 eine der beiden HauptacJisen ist. Man 
fallt von den Brennpunkten auf die Achse die beiden Lote BiAi, 
B2A2, verlangert dieselben um 

AiCi=BiAu AiC^^B^A^ 

und bestimmt den Punkt V durch den Schnitt der drei Ge- 
raden A1A2, ^iCjj, B2C1. 



93 



C. Die Komente zweiten Grades von rttumlichen Punktgrappen 

Oder K6rpeni. 

lO. Beziehungen zwischen den Zentrifugalmomenten 
einesKorpers oder einer raumlichen Punktgruppe in bezug 
auf alle Paare von Ebenen, die durch einen Punkt gehen. 

Wir bezeichnen mit r, Sf m, v, w die Ordinaten eines Massen- 
punlctes m in bezug auf Ebenen (r), («), (w), (v), (to), die in einem 
Punkte A des Raumes sich schneiden. Die durch diesen Punkt 
gehenden und zu den Ebenen rechtwinklig gerichteten Achsen r, s, 
Ut V, to geben durch ihren Sinn an, auf welcher Seite einer jeden 
der genannten Ebenen die j>ositiven Ordinaten liegen. Die drei 
Koordinatenebenen (u), (<;), (w) und also auch die Koordinaten- 
achsen w, v, to sind rechttvinklig zueinander gestellt. Die Lage des 
Massenpunktes m ist demnach durch seine rechtwinkligen Koordi- 
naten t<, v^ to bestimmt, und seine Ordinaten r, s in bezug auf die 
Ebenen (r), (s) ergeben sich hieraus durch die Gleichungen: 

r = u cos (ru) '\- V cos (rv) -\- w cos (rw) (10) 

8 = u cos (su) -}- V cos (sv) -[- ^ cos (sw), (11) 

wenn in gebrauchlicher Weise z. B. mit (r u) der Winkel bezeichnet 
wird, welcher von den beiden Achsen r und u eingeschlossen wird. 

Das Hilfsmittel, welches zur Darstellung der Beziehungen im 
folgenden benutzt wird, besteht darin, daB einer jeden durch den 
Punkt A gelegten Ebene (?) eine Strecke 

R = AB 

zugeordnet wird, deren Anfangspunkt mit A zusammenfallt, wahrend 
ihr Endpunkt R durch die drei Koordinaten: 

^rum 



Ii^ = R cos (JB w) = — j-TT — = 2rum 



2 r V m 



R^ = R cos (jB r) = — pj> — = 2rvm 

jR = E cos (Bw) = — :rTy — = 2rtvm 

I M 



(12) 



bestimmt wird. Die positive Lange I ist so zu wahlen, dafl ihr 
Produkt mit der Masse M des ganzen Korpers in den gewahlten 
Einheiten die GroBe eins erhalt. 
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Fiir je zwei durch den Punkt A gehende Ebenen (r), (s) hat 
das Produkt der beiden Ordinaten eines Massenpunktes m den 
Gleichungen lo) und ii) zufolge die beiden gleichen Werte: 

rs = ru cos (su) -\- rv cos (s v) -[- rw cos (s tv) \ 
rs = su cos (ru)-\- sv cos Q'v) -{- 8w cos (rvi) | ^ 

Das Zentrifugalmoment des Korpers in bezug auf die beiden 
Ebenen (r), (s) wird demnach bestimmt durch jede der beiden 
folgenden Gleichungen: 

Srsm = i2|| cos (su) -\- R^ cos (sv) -{- Bur cos (jsiu) \ 
27'sm = Su cos (ru) -|- Sp cos (r r) -j- -Si^ cos (rw) J ^ ^ 

2)05 bezeichnete Zentrifugalmoment unrd also nach Oi'ofie und 
Vorzeichen dargestellt sowofU durch die Projection 22, der Strecke R 
auf die Achse 5, als auch durch die Ptojektion Sr der Strecke S auf 
die Achse r: 

2rsm = R, = Sr, (15) 

Das Moment ist positiv, wenn der Sinn der Projektion Rg mit 
dem Sinn der Achse s, und folglich auch der Sinn von Sr n^it dem 
Sinn von r iibereinstimmt. Die Gleichung 15) darf als die Funda- 
mentalbeziehung der Geometrie der Massen bezeichnet werden, da 
alle anderen Beziehungen aus ihr abgeleitet werden konnen. 

II. Die Momentenkugeln. Projiziert man die Strecke R 
auf alle durch den Punkt A gehende Achsen, so bilden die End- 
punkte der Projektionen die Kugel vom Durchmesser 22, welche 
kurz die Momentenkugel (R) genannt werden soil. Auf jeder durch 
den Punkt A gelegten Achse 5 schneidet diese Kugel die Strecke 

R8= Sr 

ab, die nach GroBe und Vorzeichen das Zentrifugalmoment des 
Korpers M in bezug auf die beiden Ebenen (r), (s) darstellt. Alle 
diese Momentenkugeln werden bestimmt durch die drei Momenten- 
kugeln (t7), (F), (W) der Koordinatenebenen (w), (v), (w) im Punkte A. 
Die Momentenkugel (U) schneidet auf den drei Koordinatenachsen 
w, r, w die Strecken: 

Uu = 2u^mt Uf, = ^uvmj 17^, = 2uwm 
ab. Ebenso werden die beiden anderen Kugeln durch die Abschnitte: 

Vu = 2vum, Vf; = Sv^m, V„ = 2vwm 
und 

Wu = 2ivumf Wv=^ Stovm, W„ = 2w^m 
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bestimmt. Von diesen neun Grofien sind nur sechs linabhangig 
voneinander, namltch die drei Tragheitsmomente Uu^ Vp, Wy, und 
die drei Zentrifugalmomente Uv, V„, Ww Die librigen drei GroBen 
ergeben sich aus den Bedingungen der Gleichung 15): 

Auf jeder durch den Punkt A gelegten Achse r schneiden die 
Momentenkugeln (U), (F), (W) die drei Strecken 

ab, durch welche die Momentenkugel (B) der Ebene (r) fiir den 
Punkt A bestimmt wird. 

Die Momentenkugel (B), Abb. 18, schneidet auf der Achse r 
die Strecke 

Br = 2r^m 

ab, welche das Tragheitsmoment cjes Korpers M fiir die Ebene (r) 
darstellt. Da diese Grofle 

Br = B cos (Br) 

einen positiven Wert hat, so schlieflt 
die Strecke B mit der Achse r stets 
eineh spitzen Winkel {Br) ein. 

Fiir jede Ebene (i), welche durch 
die Strecke B gelegt wird, ist dais 
Zentrifugalmoment 

2trm = 0\ 

denn die zugehorige Achse t beriihrt 

die Momentenkugel (iJ) im Punkte A. 

Abb. 18. Die Ebenen (t) und die zugehorigen 

Achsen t bilden sonach je einen 

Biischel. Die Momentenkugel (B) wird von der Ebene (r) in einem 

Kreise vom Durchmesser 




AC=^iB^ — Bl = B' 



geschnitten. 



12. Die Hauptebenen und Hauptachsen des Punktes J.. 
Man nennt eine durch den Punkt A gehende Ebene {x) eine Hau2)t' 
ebene und die zugehorige Achse x eine Hauptachse dieses Punktes, 
wenn die zugeordnete Strecke X mit der Achse x zusammenfallt, 
oder was dasselbe sagt, wenn die Strecke Xx den Durchmesser der 
Momentenkugel (X) bildet. 
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Das Zentrifugalmoment des Korpers 2mxt in bezug auf eine 
Hauptebene (a;) in Verbindung mit jeder durch die Achse x gelegten 
Ebene (<) ist gleich null, weil die Achse t die Momentenkugel (X) 
\m Punkte A beriihrt. Wenn also fur ewei Ebenen (<j), (^2), welche 
in der Achse x sich schneiden, die Bedingungen 

2mxt^ = Smxt2 = 
erfiillt sind, so ist die Achse x eine Hauptachse des Punktes A. 

Zwei Hauptebenen (x) , (y) , deren zugeordnete Strecken X, Y 
nicht gleich grofi sind, schneiden sich rechtwinklig; denn die Be- 
dingung 

Xy = Fa- = Xcos (xy) = Tcos (xy) 
fordert, daB 

cos (xy) = 
sei. 

Die zu zwei Hauptebenen (a:), (y) rechtwinklig gestellte Ebene (jg) 
ist auch eine Hauptebene; denn da die Strecken 

X, = Z^ = und r. = Zy = 

sind, so fallt die Strecke Z mit der Achse jg zusammen. 

Ist (x) eine Hauptebene des Punktes J[, so sind mindestens 
noch zwei zueinander und zu (a;) rechtwinklig gestellte Haupt- 
ebenen (y), (e) vorhanden, die man nach Anleitung des Ab- 
schnittes 7 bestimmen kann. In dem besonderen Falle, wenn die 
Strecken 

Yy = 2my^ Z^=2mz^ 

von gleiche}' Grofle sind, ist jede durch die Hauptachse x gelegte 
Ebene eine Hauptebene des Punktes A. 

13. Die Groflen der Tragheitsmomente fiir die Haupt- 
ebenen des Punktes A. Wir nehmen an, dafl fur die Ebenen 
(u)j (v), (w) des willkiirlich gewahlten Koordinatensystems die 
Strecken Z7„, V^j W^, ZJ^, Vy,y Wu bestimmt worden sind. Ist (s) 
eine Hauptebene des Punktes A, so ist: 

S„= 8 cos {s u), St, = S cos {s v), Sfo = S cos {s w). 

Die drei Bedingungen: 

Su == Ug, Sf, = Vg, Sjff = Wg 

fiihren also zu den Gleichungen: 

8 cos {su) = Uu cos {su) 4" t4 cos {sv) -[- Uto COS {sw) I 

8 cos {sv) = Vu COS {su) + Ft, cos {sv) +^w COS {siv) V (16) 

8 COS {sw) = Wu COS {su) + Wp cos {sv) -\-WtD cos {sw) J 
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Zwischen den unbekannten Winkeln (su), (sv), (siv) bestieht 
ferner die Beziehung: 

cos* (s u) -|- COS* {s v) + COS* (sw) == 1. (17) 

Beseitigt man aus diesen vier Gleichungen die drei unbekannten 
Winkel, so bleibt eine Bedingung, die von dem Tragheitsmoment S 
zu erflillen ist: 

0=8^-8' (Uu-\-V,-\-WJ + S{UuV,-\-UuW„-\-V,W^ 
-Ul-Vl- Wi) - (f7«F, W^ + 2 U.V^Wu - UuVi [(18) 

Die vorstehende Gleichung dritten Grades hat nicht nur eine, 
sondern, wie aus dem vorigen Abschnitt hervorgeht, stets drei reelle 
und zwar positive Wurzeln X, I'', Z, weil diese Strecken Trcigheits- 
momefite darstellen. Sie stimmt uberein mit der Gleichung: 

= {S-X) (5- Y) (5- Z) = s'-s' (^+ r+ Z) X 
+ /S^(zr+zz+rz) — XFZ. P ^ 

und man ersieht hieraus, daB die drei GroBen: 

3B^ = Uu n + u^ w^ + t; ir^ - u^ - v^ - w;- = xy+ xz+ yz^^ m 
c^ = UuV,w^-^2 u^r„Wu-Uu^t^r,w^^^^\,u^=XYz J 

positiv und unahhdngig von dei' Wahl dei' Kooi'dinatenebenen (v), 
(?'), (w) sind. 

Da Gleichung 18) reelle Wurzeln hat, so kann man ihrer 
Auflosung die bekannte trigonometrische Form geben. Man setzt: 

S=Ts\n(f-{-2i (21) 

und bringt hierdurch die Gleichung: 

= S^ — ^ A 8^ -\-^ B^ S - C^ 

in die Form: 

= sm8 if ^— y 2 — ^~ sm f/) -| j,3- » 

die mit der trigonometrischen Formel: 

3 1 

= sin' (f — ^ sin y -[" X ^^"^ ^ ^/"^ 

iibereinstimmt, wenn gesetzt wird: 

^AB^- 248— C» _ sin^(3y) 
ya - — 4 

Uohr. Abhaodl. a. d. Gebiete d. technischen Mechanik • 
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Oder: 



sin (3 y) 



SAB* — 2 A* — C 



m 



2 (A* — B*)i 
Der letzten Gleichung entsprechen unendlich viele Werte 

von 3 (p, namlich ein Winkel 3 yi , welcher zwischen r- und -[- -^ 

liegt, ferner der Winkel (tt — 3 yi) und alle Winkel, die von diesen 
beiden GroBen um 2 n oder um ein vielfaches von 2 n abweichen. 
Allen diesen Winkeln entsprechen jedoch nur drei voneinander ver- 
schiedene Werte von siny, namlich: 

sin (pi 



HI (fi \ 

in ^2 = sin Lfi + y ^) [ 



sin 



sin 



in y3 = sin f yi -f- y n \ 



(23) 



Die Tragheitsmomente X, I', Z in bezug auf die Hauptebenen 
(x),' (j/), (i?) haben nach Gleichung 21) also die Werte: 

X=2 ,(A» — B^)^sin (pi+A 

r= 2 (A^ - 53)*sin 9)2 + ^ 1 (24) 

Z= 2 (A* — 52)*sin ya + A. 

Zwei dieser Tragheitsmomente sind gleich grofl, wenn: 

sin (3 y) = ± 1 
ist, und alle drei erhalten gleiche GroBen in dem Falle: 

A = B = a 

Die Tragheitsmomente des Korpers in bezug auf die Haupt- 
achsen x, y, z des Punktes A haben in dieser Reihenfolge die 
GroBen (F-f Z), (Z + Z\ {X + F). 

14. Die Richtungen der Hauptachsen des Punktes A 
Nachdem eine der Wurzeln der Gleichung 18), z. B. X, bestimmt 
worden ist, ergeben zwei der Gleichungen 16): 

X cos {xu) = Uu cos (xu) -\- U„ cos (xv) 4- U^cos (xiv) 
X cos (x v) = Vu COS (xu) -f- V„ COS (itv) 4" Vy, cos 
die Proportion: 

COS (xu) : cos (xv) : cos (xw) ^ Du* Dt,: D„, 



(XW) \ 

) \ \ ^^^^ 
(xw) ] 



(26) 
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went! zur Abkiirzung gesetzt wird: 

A = (Z- Uu) Y^ + f4t7«, [ (27) 

Setzt man ferner: 



D = ±il)\^I)\^Dl, (28) 

so folgt aus den Gleichungen 17) und 26): 

cos Orw) = -^ , cos (rev) = -^ , cos {xw) = -^ • (29) 

Die Unbestimmtheit des Vorzeichens von D deutet an, dafl 
der Sinn der Achse x unbestimmt ist und nach Belieben gewahlt 
werden kann. 

Die Richtung der Hauptachse y kann in gleicher Weise be- 
stimmt werden. Dann ergibt sich die Hauptachse e aus der Be- 
dingung, daB sie x und y rechtwinklig schneidet. 

15. Die Beziehungen zwischen den Haupttragheits- 
momenten X, F, Z und den iibrigen Momenten zweften 
Grades. Einer durch den Punkt A gehenden Ebene (r) ist die 
Strecke 

zugeordnety deren Projektionen auf die Hauptachsen x, y^ e des 
Punktes A die GroBen 

Rx= Xr = X cos (xr) 

Ity= Yr= Fcos (yr) > (30) 

R^ = Zr = Z cos (gr) 

haben. Da hiemach 

Tj2 7p2 p2 

ist, so liegen die Endpunkte JR der Strecken, die alien durch A 
gehenden Ebenen zugeordnet sind, auf dem Ellipsoid vom Mittel- 
punkt A und den Halbachsen X, T, Z. Sind zwei Halbachsen, 
z. B. X und F, gleich groB, so ist jede in der a:y- Ebene durch A 
gelegte Achse eine Hauptachse dieses Punktes. Ist das Ellipsoid 
eine Kugel, so sind alle durch A gehende Achsen Hauptachsen. 
Die Lange der Strecke JB wird durch die Gleichung: 

IP = X^ cos2 (3,^) _^ Y^ cos« (yr) + Z^ cos» (zr) (32) 

bestimmt. 
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Das Zentrifugalmoment des Korpers in bezug auf je zwei durch 
A gehende Ebenen (r), (.s) hat nach den Gleichungen 14) und 30) 
die Grofie: 

R, = Sr = X cos (per) cos (xs) -}- Fcos (j/r) cos (ys) \ .^. 

-f Zcos (zr) cos (zs). I 

Lafit man die Ebene (s) mit der Ebene (r) zusammenfallen, 
so ergibt sich das Tragheitsmoment in bezug auf die Ebene (r): 
Br — X cos2 (xr) -\- Fcos* (yr) + Zcos^ {zr). (34) 

Die Summe der beiden Tragheitsmomente Jr und iZ^ fiir die 
Achse r und fiir die Ebene (?) ist gleich der Summe der drei Haupt- 
tragheitsmomente : 

j^ + i2, = x+r+z. (35) 

Daher ist 

Jr = X sin^ (.r r) + I^sin^ (i//) + Z sin^ (^r). (36) 
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Abb. 19. 



16. Graphische Darstellung der vorstehenden Be- 
ziehungen. Auf einer Achse OP (Abb. 19) sind die Strecken: 

oz = x, or=r, oz^z, op^x^y^z 

und in den Kreisen X Y^ YZ die Zentriwinkel 

XBD = 2 (a:r), ZCjE; = 2 (^?) 

aufzutragen. Der Schnittpunkt F, der beiden Kreisbogen DF, EF, 
welche um die Mittelpunkte B und C mit den Halbmessern BE und 
C'Z) gezogen sind, bestimmt: 

1. durch die Strecke OF den Durchmesser R der Momenten- 
kugel (iJ), 

2. durch i^05 den Winkel. y, den die Strecke i? mit der 
Achse r bildet, 

3. durch die Abszisse FO das Tragheitsmoment Rr des Korpers 
in bezug auf die Ebene (?), 

4. durch die Abszisse FH das Tragheitsmoment J^ des Korpers 
in bezug auf die Achse r, 
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5- durch die Ordinate OG den in Abb. i8 mit AC bezeichneten 
Durchmesser des Kreises, in dem die Momentenkugel {R) von der 
Ebene (r) geschnitten wird. 

Um sich hiervon zu iiberzeugen, bestimme man die Lange 

BF=BE 

aus d6n Dreiecken OBF, CBE und die Lange 

CF=-CD 

aus den Dreiecken OCF und BCD: 



0F^-\-0B^—2 0F'0Bcos^=BC^-\-C£P 

+ 2BC- CE cos (2 {zr)) , 
OF^-\-W^ — 2 OF OC cos <p = BC^-^BD^ 
-\-2BCBD cos (2 (tcr)) . 
Setzt man in diese Gleichungen die bekannten GroSen ein: 



0B = 



_X-\-Y 
2 



0C= 



BD = 



2 



2 • 
CE= 



BC= 
Z-Y 



Z-X 



so erhalt man: 



OF^ = X^ COS* (icr) + r* COS* (yr) -f Z^ cos» (zr) = R\ 
OF cos If = FG=^X cos" (xr) + Y cos« (ji/r) + Z cos^* (^r) = Br, 
womit die obigen Behauptungen bewiesen sind. 




Abb. 20. 



Ein Netz von Kreisen (Abb. 2o) mit den eingeschriebenen 
Grofien der Winkel 2 (xr) und 2 (zr) gibt ein vollstandiges Bild 
der darzustellenden Beziehungen. Die moglichen Lagen des 
Punktes F bedecken, wie man leicht erkennt, die Flache, welche 
von den drei Halbkreisen XY, XZ, YZ begrenzt wird. 
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I/. Die Beziehungen zwischen den Hauptachsen des 
Schwerpunktes iS' und den Hauptachsen eines anderen ge- 
gebenen Punktes A. In den meisten Fallen der Anwendung 
empfiehlt es sich, zunachst die Hauptachsen des Schwerpunktes Xg, 
yg, Zg und die zugehorigen Tragheitsmomente X,, F,, Zg nach An- 
leitung der Abschnitte 13 und 14 zu bestimmen. Die Haupt- 
achsen X, y, z eines anderen gegebenen Punktes J., dessen Ordinaten 
in bezug auf die Ebenen (a;,), (y,), {z^ mit a^, flr^, a. bezeichnet 
werden, ergeben sich dann in folgender Weise. Man legt durch 
den Punkt A die Koordinatenebenen (k), (i;), (m;) parallel zu den 
Hauptschwerpunktsebenen (x,), (y,), (jer,), so dafl fiir jeden Massen- 
punkt 

u = Xg — ax, v = yg — Oy, vo = Zg — a^ 

ist. Beachtet man nun, dafi jedes der sechs Momente ^ma:«, ^tnyg^ 
^msfgy 2mXgy,, 2mXgZg, 2mygZg gleich null ist, so folgt: 

Uu = 2m (Xg - a^y = ^ + Mai 
F, = 2m(yg- a,y =Yg + Mc^ 
W^ = 2m (Zg — a,y = Zg -{- Mai 
Ut, = :Sm (Xg — ag) dfg — ay) = Ma^^a^ 
Vto =2m(yg— Oy) (Zg — a,) = Ma^a^ 
Wu = 2m {Zg — a^) {xg — ajr) = MagOz. 

Diese Werte sind in die Gleichungen der Abschnitte 13 und 14 
einzusetzen, um die Hauptachsen des Punktes A und die zugehorigen 
Tragheitsmomente zu ermitteln. 

Liegt der Punkt A auf einer Schwerpunktshauptachse, z. B. auf 
der Achse Xg, ist also 

Oy = a^ = 0, 

so werden auch die Zentrifugalmomente 

Cr,= F„= TF„ = 0. 

Die Hauptachsen des Punktes A fallen also mit den Achsen w, 
Vy tv zusammen und sind zu den Hauptschwerpunktsachsen parallel 
gerichtet. 

18. Literarische Notizen. Der Inhalt der vorstehenden 
Abhandlung wurde folgenden Aufsatzen entnommen: 

I. Beitrage zwr Theoi^ie der Holz- und Ei^en-KonstruMionen, 
Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-Vereins zu Hannover 1870, 
S. 41 und 1877, S. 51. In dem ersten Beitrage sind die Darstellungen 



(37) 
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der Abb. 3, 4, 14, 15, 16 und in dem zweiten die Darstellungen der 
Abb. II, 12, 13 mitgeteilt worden. 

2. Ueher die Bestimmung und die grapkische Darstellung 
von Tragheitsmomenten ebener Fldchen, Zivilingenieur 1887, S. 43; 
enthalt die von den Abb. 5 bis 9 gezeigten Beziehungen und Dar- 
stellungen. 

3. Beitrag zur Oeometrie der Massen, Zivilingenieur 1896, 
S. 237; behandelt die Momente zweiten Grades von starren Korpern, 
Abschnitte 10 bis 17. 

In betreff der sehr umfangreichen Literatur verweisen wir auf 
Jung, Oeometrie der Massen, Enzyklopadie der mathematischen 
Wissenschaften, Bd. IV, 4. 
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Abhandlung IV. 

Die Bewegung der ebenen Getriebe. 





Erster Teil. 
Die Geometrie der Bewegung ebener Oetriebe. 

I. Der Geschwindigkeitsplan einer ebenen Punkt- 
gruppe. Wir betrachten wahrend eines unendlich kleinen Zeit- 
abschnittes eine Gruppe 
vonPunkten A,J9,0,D . . ., 

die in einer Ebene sich be- ^<^ / / \^ V^ l-^ ^AB 

wegen und deren augen- 
blickliche Lage durch den 
Lageplan Abb. i in dem -^ 
MaBstabelcmgleich|iicm ^ ^^^ ^ 
angegeben wird. Die Ge- 
schwindigkeiten der Punkte wahrend jenes Zeitabschnittes sollen in 
einer besonderen Zeichnung, dem OeschmndigJceitsplan Abb. 2, durch 
die Strecken P'A*, P'B*, P' C . . . nach GroBe, Richtung und Sinn, 
und zwar in dem Maflstabe 1 cm gleich fjt' cm sek~^ dargestellt 
werden. In den Abbildungen tragen die Lageplane, die Geschwindig- 
keitsplane und die Beschleunigungsplane die abgekiirzten Bezeich- 
nungen i, O und B. Der gemeinschaftliche Anfangspunkt P' aller 
Geschwindigkeitsstrecken heiBt der Pol des Geschwindigkeitsplans. 
Die Geschwindigkeit P'B' des Punktes B kann zusammengesetzt 
werden aus der Geschwindigkeit P'A^ des Punktes A und der von 
der Strecke A'B' dargestellten rdativen Geschwindigkeit des Punktes B 
gegen den Punkt A, Wir zerlegen ferner diese relative Geschwindig- 
keit in die beiden zur Strecke AB parallel und normal gerichteten 
Komponenten A^by bB' und erhalten hierdurch folgendes Bild von 
der Bewegung der zwei Punkte A^ B: Beide Punkte bewegen sich 
mit der gemeinschaftlichen Geschwindigkeit P'A', wahrend B gleich- 
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zeitig noch zwei andere Bewegungen mit den Geschwindigkeiten 
A' hf bB* ausfuhrt. Infolge der Geschwindigkeit A' b andert sich 
die Ldnge der Strecke A B, und zwar in positivem oder in negativem 
Sinne, je nachdem die beiden Strecken AB^ A'b dem Sinne nach 
iibereinstimmen oder einander entgegengesetzt sind. Die Strecke A* b 
bestimmt sonach die relative DehnungsgeschwindigTceit des Punktes B 
gegen den Punkt A. Das Verhaltnis der Geschwindigkeit A* b zur 
Lange AB^ also die GroBe 

AB fjb 

heiBt die Behnungsgeschmndigheit der Strecke AB. Sie gibt an, 
um welchen Bruchteil diese Strecke in einer Sekunde ihre Lange 
verandert. Es empfiehlt sich, das Verhaltnis yif zu /i gleich einer 
runden Zahl zu wahlen. Im folgenden soil, wenn nichts anderes 
angegeben wird, stets ^i* gleich ^ angenommen werden, so dafl die 
Geschwindigkeit d durch die Formel 

^=ab'''^ (^) 

bestimmt wird. Infolge der dritten von 6J9' dargestellten Ge- 
schwindigkeit des Punktes B andert sich die Richtung der Strecke A B; 
wir nennen diese Komponente daher die relative DrchgesckwmdigTceit 
des Punktes B gegen den Punkt A und das Verhaltnis 

bB , , 

die DrehgeschmndigJceit der StrecJce A B, Um auch den Sinn der 
beiden Geschwindigkeiten d, co auf algebraischem Wege angeben 
zu konnen, wird es notig, den von den beiden Strecken AB, A' B 
gebildeten Winkel y in einer bestimmten Weise zu messen und zu 
bezeichnen: Der Winkel yy den ein Strahl im Sinne der Uhrzeiger- 
drehung, dem positivcn Drehungssinne, zu durchlaufen hat, um von 
der Richtung AB nach der Richtung A* B* zu gelangen, soil der 
GeschunndigJceits^ivinJcel der Strecke AB genannt und mit (AB, A'B') 
bezeichnet werden. Bei dieser Bezeichnung kommt nicht allein die 
Aufeinanderfolge der Buchstaben, durch die der Streciensinn an- 
gegeben wird, sondern auch die Reihenfolge der Strecken in Be- 
tracht; z. B. ist 

(A'B\ AS) = 360O — (AB, A*B') 

(BA, B'AO = (AB, A'B'). 

Mit Benutzung dieser Regel, die bei alien Winkelbezeichnungen an- 
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gewandt werden soli, ergeben sich die Geschwindigkeiten 6, at nicht 
nur der GroBe, sondern auch dem Sinne nach durch die Formeln: 



d = ^ cos (AB. A'B') = ^ cos y 
= -^ sin {AB, A'B') = -j^ sin r- 



u> 



(3) 



(4) 



Denn man ersieht ohne weiteres, dafi AB sich vedangert, wenn cos y 
positiv ist, und dafl AB \m posUiven Sinne der Uhrzeigerbewegung 
sich dreht, wenn sin y das positive Vorzeichen tragt. 

2. Der Geschwindigkeitsplan einer starren Punkt- 
gruppe, Abb. 3 und 4. Wenn die bewegten Punkte A^ B, C, D . . . 
Starr miteinander ver- 
bunden sind, so bleiben ^ 
die Winkel zwischen den 
StreckenAB.BCCA... 
unverandert. Daher sind 
die gleichzeitigen Dreh- 
geschwindigkeiten aller 
Strecken nach GroBe und 
Sinn einander gleich. Die 

Dehnungsgeschwindig- 
keit einer jeden Strecke ist ihrer Starrheit wegen gleich null. 
Folglich sind die Geschwindigkeitswinkel aller Strecken gleich grofl, 
und zwar entweder alle gleich 90^ oder gleich 270^. Im ersten 
Falle hat die gemeinschaftliche Drehgeschwindigkeit den positiven 
Sinn und die GroBe 




L. Abb. 3. 




A'B' . Q^o , A'B' , B'C 
*» = -r»- sin 90° = H -n^ = + 



AB 



AB 



BC 



_ . A'C _ 

I A/I 



wahrend sie im zweiten Falle den negativen Wert 



(0 



A'B' 
AB 



sin 270° = 



A'B 
AB 



B'C 
BC 



AC 



A'C 
AC 



hat. Da diese Gleichungen fiir je zwei einander entsprechende Drei- 
ecke ABC, A' B'C gelten, so sind die beiden Punk^ruppen 
ABCD . . ., A'B' CD' . . . geometrisch ahtHich und von gleichem 
Sinne, was durch das Zeichen: 

A'B'CD' ...^ ABCD... (5) 

ausgedruckt werden soil. Dasselbe bringt also nicht nur die Aehn- 
lichkeit der beiden Gruppen, sondern auch die Gleichheit der Ge- 
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schwindigkeitswinkel zur Darstellung. In dem besonderen Falle, 
wenn die Drehgeschwindigkeit o) gleich null ist, fallen alle Punkte 
A\ B*, C . , . zusammen. Der Geschwindigkeitsplan besteht dann aus 
einer einztgen Strecke P*A* und bestimmt eine Parallelverschiebung 
der Punktgruppe. 

Der mit der Gruppe starr verbundene und durch die Bedingung: 

PABC.^P'A'B'C ... 

bestimmte Punkt P heifit der OeschmndigJceitspol des Lageplans. 
Von alien Punkten der mit der Gruppe starr verbundenen Ebene ABC 
ist P der einzige, dessen Geschwindigkeit im Zeitpunkt der Be- 
trachtung gleich null ist. Die Bewegung der starren Punktgruppe 
besteht also aus einer unendlich kleinen Drehung um den Pol P 
mit der Drehgeschwindigkeit (a. 

Die Geschwindigkeit v eines Punktes A der Gruppe wird be- 
stimmt durch die beiden Bedingungen: 

v = (aPA ] 

(PA, v) = 90O Oder = 270°, j ^^^ 

je nachdem to positiv oder negativ ist. Der Geschwindigkeitsplan 
einer starren Punktgruppe wird bestimmt durch die Geschwindig- 
keiten P'jl', P*B* zweier Punkte A, B der Gruppe. Diese beiden 
Geschwindigkeiten sind voneinander abhangig durch die Bedingung, 
daB A' B* normal zu AB gerichtet sein muB. 




L. Abb, 5. G. Abb. 6. 

Der Plan ist ferner bestimmt, wenn aufler dem Pol P' drei 
Gerade aa^ bb, cc, Abb. 5 und 6, gegeben sind, auf welchen 
beziehungsweise die Punkte A\ B*, C liegen miissen. LaBt man 
die zwei Ecken a', b* des ahnlich-veranderlichen Dreiecks 

a*b*&f:^ABC, 
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dessen Seiten a'b*, h'c\ c'a' zu den Geraden AB, BC, CA normal 
gerichtet sind, auf den Geraden aa^ hh sich bewegen, so beschreibt 
die dritte Ecke c' die durch den Schnittpunkt e von a a und hh 
gehende Gerade e'e. Man bestimmt also C* durch den Schnitt der 
Geraden &e, cc^ ferner einen zweiten Punkt A*, indem man C^A* 
normal zu CA zieht, und den iibrigen Teil des Geschwindigkeits- 
plans durch die Bedingung 

A'B'C'D' ...^ABCD 

In dem besonderen Falle, wenn die beiden Geraden cc, &e zu- 
sammenfallen, wird der Plan unbestimmt. 

3. Der Geschwindigkeitsplan einer ahnlich-verander- 
lichen Punktgruppe, Abb. 7 und 8. Da die Winkel zwischen 
den Strecken AB, BC, CA . . . bei der dhnlichen Veranderung der- 
Gruppe unverandert bleiben, so sind die gleichzeitigen Dreh- 
geschwindigkeiten aller Strecken gleich groB: 

A'B' . 
u) = -^jj sm yi 

B'C . 
= j^^j sm r2 

CA' . 
= (.^sm;^3=-. 

Auch dieDehnungs- 
geschwindigkeiten 

aller Strecken sind infolge der ahnlichen Veranderung von gleicher 
Grofle : 

^ A'B' B'C CA' 

0= j^- cos yi =-J^Q~ C^S r2 = -Qj^ COS ^^3 = . . . . 

Die Geschwindigkeitswinkel yi, y2, y^ ... sind daher von 
gleicher Grofle y und durch die Bedingung 

w _ d _ A'B'_B'C' _ CA* _ 
sin^~cos;'~" AB ~ BC ~~ CA ~'" ^'^^ 

bestimmt. Folglich ist wie bei einer starren Punktgruppe 

A'B'C'D' .. . p;^J5Ci). . . (8) 

Der gemeinschaftliche Geschwindigkeitswinkel y kann jede Grofie 
annehmen; er liegt: 
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im ersten Quadranten, wenn co positiv und d positiv ist 
„ zweiten ,, ,, « positiv „ d negativ 



It 



It 



n 



dritten „ ,, « negativ „ d negativ „ 

vierten „ ,i « negativ „ d positiv 

ist. Zahlt man alle Punkte der Ebene ABC zur ahnlich-verander- 

lichen Gruppe, so enthalt dieselbe nur einen einzigen Punkt P, 

dessen augenblickliche Geschwindigkeit gleich null ist. Dieser Oe- 

schttnndigkeitspol des Lageplans ist wiederum bestimmt durch die 

Bedingung 

PABC.^P'A'B'C . .. (9) 

Jede unendlich kleine Bewegung einer ahnlich-veranderlichen Punkt- 
gruppe besteht demnach aus dieser Veranderung in Verbindung mit 
einer gleichzeitigen unendlich kleineti Drehung um einen ruhenden 
Punkt P. Der gemeinschaftliche Geschwindigkeitswinkel 

y = (PA, P'A') = (PB, P'BO = (^PC, P'C)... 

wird gleich null oder 180^, wenn a) gleich null ist, er wird gleich 90^ 
Oder 270^ in dem besonderen Falle, wenn d gleich null ist. 

Der Geschwindigkeitsplan einer ahnlich-veranderlichen Punkt- 
gruppe ABC . . . wird bestimmt durch die voneinander unabhdngigen 
Geschwindigkeiten P'A', P^B' zweiei' Punkte A, B der Gruppe. 
Bleiben diese beiden Geschwindigkeiten unverandert, so andern sich 
auch die Geschwindigkeiten der anderen Punkte nicht, Wenn also 
zwei Punkte einer ahnlich-verdndeiiichen Oruppe mit unverdndei'- 
lichen OeschtoindigJceiten in geraden Linien sich bewegen, so he- 
schreibt auch jeder andere Punkt der Orujype mit unverdnderlicher 
Oeschmndigkeit eine Oerade, 



4. Der 
Abb. 9 und 10. 
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L, Abb. 9. 



Geschwindigkeitsplan eines Stab polygons, 
A P, BC, CD . . . bezeichnen m starre Korper, die 

parallel zur Bildebene sich be- 
wegen, in den Punkten A, B, 
(7 . . . durch Gelenke mitein- 
ander verbunden sind und eine 
geschlossene Kette bilden. 
Durch die Geschwindigkeiten 
P'A', P'B*, P'C . ..der Ge- 
lenke sind die Bewegungen 
der Korper vollstandig be- 
stimmt. Sie konnen also er- 
setzt werden durch starre 
Stabe AB, BC, CD . . ., und 




G. Abb. 10. 



no 



ein solches Korperpolygon soil daher ein Stabpolygon genannt 
werden. Die geometrische Beziehung des Geschwindigkeitsplans 
zum Lageplan besteht einfach darin, daJ3 jede Seite des geschlossenen 
m-EcksA'B' C'D'.,.^u der entsprechenden Seite des m-EcksAB CD . . . 
normal gerichtet sein mufi; denn der Geschwindigkeitswinkel eines 
jeden starren Stabes ist entweder gleich 90^ oder gleich 270^. 
Fiir die folgenden Anwendungen dieser Beziehung kommt nur der 
einfachste Fall in Betracht, in dem alle Ecken des Polygons A'B*C'D' .. . 
bis auf eine, z. B. 5', gegeben sind. Man zieht A*B' normal zu 
ABj C'B* normal zu CB und bestimmt hierdurch die Geschwindig- 
keit P'B' des Gelenkes B sowie die Drehgeschwindigkeiten 

^'^' sin (AB, A'JBO und ^^- sin (fiC, B*C') 



AB 

der beiden Stabe AB, BC. 



BC 



S. Der Geschwindigkeitsplan eines Stabpolygons mit 
Schieberverbindungen, Abb. ii und I2. Es seien AD und BCE 
zwei Glieder eines Stabpolygons, die in den Gelenken A, E mit den 
benachbarten Gliedern und durch den Schieber BC miteinander 
verbunden sind. Der den Schieber fuhrende Stabteil BCD bildet 
einen Kreisbogen 
vom Mittelpunkt 
M, Wir nehmen 
an, daB die von- 
einander unab- 
hangigen Ge- 
schwindigkeiten 
P*A\ P'E' der 
Gelenke A, E ge- 
geben seien. Die 
relative Bewe- 
gung der beiden 
Glieder gegen- 
einander besteht 
in einer Drehung 
um den Punkt Jf; 

denn diese Bewegung bleibt mdglich, wenn ein Gelenk im Punkte M 
durch einen Stab MD starr mit dem Gliede AD und durch einen 
zweiten Stab MC starr mit dem Gliede BCE verbunden wird. Da 
also sowohl die Punkte A und M als auch die Punkte E und M starr 
miteinander verbunden sind, so bestimmt man die Geschwindig- 




G. Abb. 12. 



Ill 



keit P^M* des Gelenkes M, indem man A^M^ normal zw AM und 
E^M^ normal zu EM zieht. Hierauf sind die Punktgruppen 

A'M'B'j^iAMD und M'B*C'E' MBCE 
zu bilden. 

Zweites Verfahren, Man kann die Bewegung des Gliedes BCE 
zusammensetzen aus einer Bewegung in starrer Verbindung mit dem 
Gliede AD und einer gleichzeitigen Drehung urn den Punkt M, 
Die erste Bewegung wird durch den Plan P^ A*B*B^C^E^, die 
zweite durch die im Punkte M^ sich schneidenden Geschwindigkeits- 
strecken B^B^, CiC\ E^E* dargestellt. Ebenso lafit sich auch die 
Bewegung des Gliedes AD zusammensetzen aus einer durch den 
Geschwindigkeitsplan P'B'G^E'AiD^ dargestellten Bewegung in 
starrer Verbindung mit dem Gliede BCE und einer gleichzeitigen 
Drehung um den Punkt Jf, bei der die Punkte A, D die Ge- 
schwindigkeiten vli-^', DiD* annehmen. Man bestimmt also die 
Punkte Ap J?i, indem man E'Ai und A'E^ normal zu AE^ ferner 
M*A'Ai normal zu MA und M*EiE' normal zu ME zieht Alsdann 
konnen die Punktgruppen 

A'D'BiC,Ei^A,D,B'C*E';:iADBCE 

und hierdurch der Geschwindigkeitsplan P*A^B*C*D'E^ gebildet 
werden. 




L Abb. 13. 




Diese Bildungsweise ist auch in dem Falle anwendbar, wenn 
der den Schieber fuhrende Stab BCD gei'ade ist, Abb. 13 und 14, 
wenn also der Punkt M unendlich fern liegt. Um den Geschwindig- 
keitsplan P'A'B*C'D'E' zu bilden, zieht man A'E^ und E'A^ 
normal zu AE, ferner A'Ai und E*Ei parallel zu BD und bildet 

A'D'BiC,E,^AiD,B'C'E';:iADBCE. 

6. Der Beschleunigungsplan einer Punktgruppe, Abb. 15 
und 16. In ahnlicher Weise wie der Geschwindigkeitsplan entsteht 
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der Beschleunigungsplan der ebenen Bewegung einer Punktgruppe, 
indem man die gleichzeitigen Beschleunigungen der Punkte A,B,C,.. 
dutch Strecken Q'' A'\ Q"B*\ Q"C'' . . . darstellt, die von einem ge- 
meinschaftlichenAnfangs- 



punkt Q", dem Pol des Be- 
schleunigungsplans , aus- 
gehen. Der MaBstab die- 
ser Darstellung, 1 cm 
gleich fi'* cm sek-^, ist 
zweckmaBig so zu wah- 
len, dafi er zum MaB- 
stab des Lageplans, 1 cm 
gleich /u. cm, in einem 
einfachen Verhaltnis steht. 



.Ui 



L. Abb 15. 




AB 



Fiir die folgenden Anwendungen wahlen 



wir, wenn nichts anderes bemerkt wird, stets 



.*i 



/* =f* 



Auch die Zerlegung der Beschleunigungen kann in derselben Weise 
ausgefiihrt und bezeichnet werden wie die der Geschwindigkeiten im 
Abschnitt i. Wir zerlegen also z. B. die Beschleunigung Q"B" des 
Punktes B in die Beschleunigung Q"A" des Punktes A und die 
relative Beschleunigung A"B" des Punktes B gegen den Punkt A. 
Der Winkel 

r' = (AB, A"B") 

wird der BeschleunigungswinJcel der Strecke AB genannt. Wir zer- 
legen ferner die Beschleunigung A"B" in die zu AB parallel und 
normal gerichteten Komponenten A"b, IB" und bezeichnen erstere 
als die relative Dehjiungsbeschleunigung , letztere als die relative 
Drehbeschleimigung des Punktes B gegen den Punkt A. Die Ver- 
haltnisse dieser Beschleunigungsstrecken zur Lange AB bilden die 
Dehnungsheschleunigung d' und die Drehbeschleunigung 00' der 
Strecke AB: 



A"b _ A"B" 
AB 



A"B 



u 



6' = -. -„ = — ,-"- cos {AB, A"B") = — ,-^- cos ;'' 



hB 



II 



(O 



A"B" . 



AB = -AB- ^'^ (^^' ^"^") 



A"B 



n 



^ (10) 



AB 



r sin y*. 



Sinn und Vorzeichen dieser beiden Grofien, deren gemeinschaftliche 
Mafieinheit die sek-^ ist, werden durch cos y' und sin / bestimmt. 

LaBt man gleichzeitig mit der Bewegung der Punkt- 
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gruppe ABC . . ., Abb. 17 bis 19, den zugehorigen Geschwindig- 
keitsplan P^A*B*C* ... bei festliegendem Pol P' sich andern, so 
bildet der Beschleunigungsplan Q**A"B^*C** ... der Gruppe ABC , . . 
zugleich den Geschwindigkeitsplan der Punktgruppe A'-B'C . . . ; 

denn werden die 

Geschwindig- 
keitenderPunkte 
^ A, Bf C . . . znv 
Zeit t durch die 
Strecken P'A*, 
P'B*, P'C*... 
und zur Zeit 
t-^dt durch die 

Strecken P'JLi, P'-Bi, P' Ci . . . dargestellt, so ergeben sich sowohl 
die Geschwindigkeiten der Punkte A\ B\ C . . . als auch die Be- 
schleunigungen der Punkte A, B, C , . ., indem man die unendlich 
kleinen Strecken A*Ai, B*Bi, C'Ci . . . durch die unendlich kleine 
Zeit dt dividiert. Die Strecken sind im ersten Falle mit dem 
LangenmaBstabe, in dem zweiten mit dem GeschwindigkeitsmaBstabe 
zu messen. 

7. Der Beschleunigungsplan einer starren Punktgruppe, 
Abb. 20 bis 22. Wenn die beiden Punkte A, B, Abb. 20, starr mit- 
einander verbunden sind, so ist zu jeder Zeit die Strecke A'B', 




B. Abb. 19. 



o 





L. Abb. 20. 



G. Abb. 21. 



6. Abb. 22. 



Abb. 21, normal zur Strecke AB gerichtet. Die gleichzeitigen Dreh- 
geschwindigkeiten dieser beiden Strecken sind daher nach Grofie 
und Sinn einander gleich: 



Uohr: Abhandl. a. d. Gebiete d. techniacheu Hechanik. 



8 
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Da demnach die gleich groBen Winkel {AB, A*B'), {A'B', A*'V) 
beide entweder gleich 90^ oder gleich 270^ sind, so ist der doppelt 
so groBe Winkel 

{AB, A*'h) = {AB, A'B')'\-{A'B', AH) 

entweder gleich 180^ oder gleich 540^, d. h. der Sinn der Strecke A" ft 
ist in jedem Fall dem Sinn der Strecke AB entgegengesetzt. In Ver- 
bindung mit Gleichung 11) folgt hieraus: 

(A By 

A"b = A"B" cos (AB, A"B") = — "X^ ^^^^ 

oder 

d' = — «*, (13) 

d. h. die Dehnungsbeschleunigung einei' stairen Strecke ist in jedem 
Zeitpunkt gleich dem negativen Qicadrat ihrer Drehgeschwindigkeit. 
AUe Strecken einer starren Punktgruppe haben dieselbe Dreh- 
geschwindigkeit no, also nach Gleichung 13) auch dieselbe Dehnungs- 
beschleunigung 6'. Da in jedem Zeitabschnitt alle Drehgeschwindig- 
keiten um gleiche Grofien sich andern, so haben alle Strecken auch 
gleiche Drehbeschleunigungen co' und nach den Gleichungen 10) 
gleiche Beschleunigungswinkel j^'. Aus diesen Gleichungen folgt: 

d' _ ^'_ _ A"B'' _ B^^'C;^ _ C"A" _ 
cos / ~ sin 7^' ~" AB ~ BG ~ CA ' ^^^^ 

d. h. die beiden Punktgruppen A"B"C*'I)'* . . ., ABCD . . . sind 
geometrisch ahnlich und von gleichem Sinn: 

A''B'C"D'' ,.,^ ABCD . . . (15) 

Der mit der Gruppe ABC.., starr verbundene und durch die Be- 
dingung 

QABC,,.^Q''A'^B"C'' ... (i^) 

bestimmte Punkt Q heiflt der Beschleunigu7igs2)ol des Lageplwns. Von 
alien Punkten der bewegten Ebene ABC... ist Q der einzige, 
dessen augenblickliche Beschleunigung null ist, der also in zwei 
aufeinander folgenden, unendlich kleinen Zeitabschnitten mit un- 
veranderter Geschwindigkeit in gerader Linie sich bewegt. 
Der durch die Gleichung 

sin y' ti)' (o' 

^= Al = 2 (17) 

cos y* o (A^ 

bestimmte Beschleunigungswinkel 

y* = iQA, Q"A") = (QB, Q"B") = ... 

liegt, weil d* stets negativ ist, im zweiten oder im dritten Quadranten, 
je nachdem (»' positiv oder negativ ist. 
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Die Beschleunigungsstrecke Q^ A'' ist proportional der Strecke 
QA und setzt sich zusammen aus der relativen Dehnungsbeschleuni- 
gung des Punktes A gegen den Pankt Q 

Q"a = d' Q A = — 0)^ QA (18) 

und der relativen Drehbeschleunigung 

a A'* = w' QA, (19) 

Der Beschleunigungsplan einer starren Punktgruppe wird zufolge Glei- 
chung 15) bestimmt durch die Beschleunigungen Q^*A*', Q*'B'* zweier 
Punkte der Gruppe. Diese beiden Strecken sind voneinander abhangig 
durch Gleichung 12), nach der die Projektion A" 6 der Strecke 

(A^ B*)^ 
A**B*' auf die Gerade AB den Sinn BA und die GroBe ^ , ^ 

An 

haben muB. 

Der Plan ist ferner bestimmt, wenn auBer dem Pol Q" drei 

Gerade aa, bb, cc^ Abb. 25, gegeben sind, auf welchen beziehungs- 

weise die Punkte Jl", B", C" liegen miissen. Man bildet zwei Vier- 



L. Abb. 23. B. Abb. 25. 

ecke a^b^c^ei und a^b^c^e.^, die folgende Bedingungen erfuUen: Die 
Punkte a^, a^ liegen auf aa, b^, b^ auf 66; die Strecken a^e^, a^e^ 
haben die Richtung und den Sinn BA, Abb. 23—25, und die ge- 
meinschaftliche Grofie 

{A' By 

Die Strecken ej)^, e^b^ sind normal zu AJ5 gerichtet, und endlich ist 

Erteilt man nun den Punkten flp 61, c^ e^ gleichzeitig die Geschwindig- 
keiten a^cu,, 5^6,, qCj. ^jC^, so bleiben bei der Bewegung unverandert: 

8* 



116 



die Richtungen der Strecken Oj^i, Cib^, die Grofle der Strecke d^Ci 
und die Winkel des Dreiecks a^b^c^. Der Punkt C" des Beschleu- 
nigungungsplans ist also der Schnittpunkt der beiden Geraden cc und 
q Cj. Man bestimmt ferner einen der Punkte A*\ -B" aus der Bedingung: 

a^a^ ^1^2 ^^2 
und den ubrigen Teil des Plans nach der Bedingung: 

8. Der Beschleunigungsplan eines Stabpolygons mit 
Gelenkverbindungen, Abb. 26 bis 28. Einem Stabpolygon ABCD 
von m Seiten entspricht im Beschleunigungsplan ein Polygon 

G. Abb. 27, 




L. Abb. 26. 



A'*bB"cC''dD*'aA'' von 2 m Seiten. In dem vorliegenden Beispiel 

ist, tvie in alien folgenden Fallen, der Mafistab 

des Lageplans: 1 cm = 100 cm, 

des Geschwindigkeitsplans: 1 cm = 100 cm sek~^ 

des Beschleunigungsplans: 1 cm = 100 cm sek-^. 

Nachdem der Geschwindigkeitsplan gebildet worden ist, sind von 

jenen 2 m Seiten nach Grofle, Richtung und Sinn m bekannt: 

^"^ = ^^^~ = -^^- = ^^^'^'^ sek-2; (AB, A"b) = imo 

(B' Cy _ 120^ 

60 



lf''c = ^^'- = ^^ =:240cm sek-2; (BC, B*'c) = 180O 



C"d = ^^ = ^-= 58 cm sek-2; (CD, C'*d) = 180^ 



CD 



290 



j)"a = ^^^^ = -^= 71cmsek-2;(2).l, D''a) = 180O. 



(20) 
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Von den iibrigen m Seiten sind die Bichtungen bekannt: 

bB" ± AB, cC" ± BC, dD" ± CD, aA*' ± DA. (21) 

Urn den Beschleunigungsplan des Stabpolygons bilden zu konnen, 
miissen demnach gegeben sein: der Geschwindigkeitsplan, Abb. 27, 
die Beschleunigung Q**A" eines Gelenkes A und die Drehbeschleu- 
nigungen von (m — 2) Staben, z. B: 

6B'' = + 120cm sek-», also (AB, bB") = 90^, 
c C" = 4- 180 cm sek-2, also (SC, cC'O = 90 o 

Durch die vorstehenden Angaben sind die Punkte Q", A*\ 6, B*\ 
c, C" bestimmt. Es ist dann aufzutragen: 

(JLD. A"d^) = lSO^, A"d,=D''a=n cm sek-2 
(CD. C'd) = 180O, C"'d =58cm sek-2- 

d,D*' ± AD, dD" ± CD. 

Die gegebenen und die durch Rechnung bestimmten Strecken sind 
in Abb. 28 wie in den folgenden Abbildungen durch kraftigere 
Linien gekennzeichnet. 

9. Der Beschleunigungsplan eines Stabpolygons mit 
Schieberverbindungen. Die Abb. 29 und 30 bilden eine Wieder- 
holung der Abb. 11 und 12. AD und BCE sind also, wie im Ab- 
schnitt 5, zwei Glieder eines Stabpolygons, die in den Gelenken 
At E mit den benachbarten Gliedern und durch den Schieber BC 
miteinander verbunden sind. Gegeben sind: der Geschwingigkeits- 
plan P'A^B*C'D'E', Abb. 30, und die voneinander unabhangigen 
Beschleunigungen Q**A'*, Q'*E'* der Gelenke A, E, Abb. 31. Es 
ist die Aufgabe, den Beschleunigungsplan der beiden Glieder AD, 
BCE zu bilden. 

Erstes Verfahren. (Abb. 31.) Im Abschnitt 5 wurde gezeigt, 
daB die Schieberverbindung ersetzt werden kann durch das Ge- 
lenk M, mit dem die Glieder AD, BCE durch Stabe MD, MC 
Starr zu verbinden sind. Man bestimmt also nach Abschnitt 8 die 
Beschleunigung Q*'M*' des Gelenkes M, indem man auftragt: 

(AM, A"m) = 180O, A"m = y^fy- = ^^ = 200cmsck-\ 

AM ^oU 

(EM, E'*n^) = 180 o, E'*m, = -gjf- = -^ = 361 cm sek-^ 
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Der Beschleunigungsplan der beiden Glieder wird alsdann durch die 
Punktgruppen: 

^"D" Jf" ^ ADM, B''C''E"M'* ^ BCEM 
gebildet. 

Zweites Verfdhren, (Abb. 3 1 a.) Man kann, ahnlich wie es im 
Abschnitt 5 mit den Geschwindigkeiten geschehen ist, die Beschleu- 
nigung Q**A** eines jeden Punktes A des einen Gliedes AD zu- 



L. Abb. 29. 



B. Abb. 31. 




.«" 




A 




B. Abb. 31a. 

sammensetzen aus der Beschleunigung Q* A^, die dieser Punkt in 
starrer Verbindung mit dem anderen Gliede BCE annehmen wiirde, 
und einer zweiten Beschleunigung A^A^^. Man kann ferner, wie es 
am Ende des Abschnittes 6 gezeigt ist, den Beschleunigungsplan 
Q"-4."J.2-B" . . ., Abb. 31a, ansehen als den Geschwindigkeitsplan 
der in Abb. 30 dargestellten Punktgruppe A^A^^^B* ... Hiemach ist 
Q"A" die Geschwindigkeit des Punktes J.', Q^A^ die Geschwindig- 
keit des Punktes A^ und 



(O 



a2(i 



^sinU.A',A,A") = -2^ 
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die Drehgesckunndigkeit der Streche AiA'. Diese Grofle steht in einer 
bemerkenswerten Beziehung zu den Drehgeschwindigkeiten tau (»3 
der beiden Glieder AD und BCE. Es ist namlich im Sinne der 
Achse MA\ 

M** a*' = — MA w\, M^'a^ = — MA(a\, 
also 

a,a" = 3fA(«.^ — ft>J). 

Femer ist im Sinne einer Achse FM, Abb. 29, die mit MA den 
Winkel {FM, MA) gleich 90^ einschliefit: 

M'A' = —MA Oh, M'Ai =—MA w^, 
folglich 

AiA* = MA (<02 — «h)- 
Die Drehgeschwindigkeit a> der Strecke A^A' hat also den alge- 
hraischen Wert 

MA (i»2 — fl>i) 

Da dieser Wert unabhangig ist von der Wahl des Punktes J[, 
so haben alle Strecken AiA\ B^B' CiC", D^D\ EiE* eine gemeirir 
schaflliche DrehgesckwindigJceit «, die gleich ist der cdgebraischen 
Summe der Drehgeschtvindigkeiten wi, (o^ der beiden durch den 
Schieher verbundenen Olieder AD und BCE, Vermittels dieser 
Beziehung lassen sich die Punkte A^, E^ bestimmen, audi wenn die 
Punkte M, M\ M** nicht auf das Zeichnungsblatt fallen! Fiir das 
vorliegende Beispiel ist 

M^A . ,_. _. ... . 228 



(a 



, = ^si„(MA.3f'AO = +260 
«j = -j^ sin (MA, M'AJ = + -^ 
, ,541 

01 1=. (»i -|- Wj = -|- 



260 
Da dieser Wert positiv ist, so sind die Winkel 

(A*Ai, A''d) = (E'Eu E"e) = 90O. 

Ferner ist aufzutragen: 

A**a = a"a^ = A'Ai fi)==85-gi-= 177 cm sek-2 

E"e = E'E, a) = 80-^=166cmsek-2 
(EA, E" a,) = (^ E, A" c,) = 180° 
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aAi A. A" a, eEj ± E" e, a, A, ± E"au eiE^ i. ^"e,. 

Nachdem hierdurch die Punkte A^, E^ bestimtnt worden sind, 
kann.der Beschleunigungsplan Q"A"B"C"D"E" gebildet werden 
nach der Bedingung 

A"D"BiCiEi ^ AiDiB"C"E'fiADBGE. 

Wenn der den Schieber fiihrende Stabteil BCD, Abb. 32 — 34, 
gerade ist, so vereinfacht sich das Verfahren, weil die Drehgeschwindig- 
keiten a>i , co, der ^ ^^^ ^^ 

beiden Glied er AD, 
BCE gleich groB 
sind, und also die 

gemeinschaftliche 

Drehgeschwindig- 
keit der Strecken 
AxA\ IJiB\ CiC\ 
D^D\ EiE' 

(tt = 2a)i = 2 0)2 (23) 

wird. Da ferner 
auch die Dreh- 
beschleunigungen 
und die Beschleu- 
nigungswinkel flir 
beideGlieder gleich 
grofi sind, so sind 
die Punhtgruppen 
A'* D'^ B'iCiEi, A^D^B^^C'^E'* Jcongrtcent und Jconnen durch Parallel' 
verschiebung zur Deckung gebracht werden. Die Strecken A^^A^^ 
D''D^, B2B'\ C2C'*, E^E'' sind daher gleich grofl und gleich ge- 
richtet, und von den beiden Punkten Ait E2 braucht nur einer, 
z. B. JEJ2, bestimmt zu werden. Im vorliegenden Beispiel ist 




G. Abb. 33. 



B. Abb. 34. 



also 



A' El . / J TH 4irf\ 180 1 , . 

(01=0)2= -^-grsin(^^, ^'£'0 = — -^g^ziz — ysek-S 



fi) =1 2o)i = — 1 sek 
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Folglich ist aufzutragen: 

E" et = E'Ex (a = E'Et = 150 cm sek-2 

(AE, A*' e) = 180<^ 
., (^A'E.y 180« on K 2 

eiE^ ± E*'eu eE^ ± A" e, 

Man bestimmt dann A2, indem man der Strecke A*' A2 GroBe, 
Richtung und Sinn der Strecke E^E** gibt, und bildet endlich die 
Punktgruppen: 

A"D"B2C2E,^A2D2B"C"E''^ADBCE. 

10. Geschwindigkeitsplane und Beschleunigungsplane 
ebener Getriebe. Eine in der Ebene sich bewegende Stab- 
verbindung, die so gestiitzt und so gefuhrt wird, dafl in jeder Lage 
ihr Geschwindigkeitsplan bestimmt ist, wird ein ebenes OetHebe ge- 
nannt. In der Kegel besteht die Stiitzung und die Fiihrung des 
Getriebes darin, daB ein Glied festgestellt ist, wahrend ein mveites 
Glied um einen Punkt des festgestellten Gliedes mit gegebener 
Drehgeschwindigkeit gefuhrt wird. 

Die Geschwindigkeiten in zwei unendlich nahe aufeinander 
folgenden Zeitpunkten sind durch die Drehgeschwindigkeiten des 
gefiihrten Gliedes bestimmt. Um den Besehleunigungsplan des Ge- 
triebes (lir einen Zeitpunkt darstellen zu konnen, muB also auBer 
den Geschwindigkeiten aller Glieder noch die Drehbeschleunigung 
des gefiihrten Gliedes gegeben sein. 

Bei der Bildung der Geschwindigkeitsplane und der Be- 
schleunigungsplane ebener Getriebe kommen in erster Linie die in 
den vorstehenden Abschnitten beschriebenen Gesetze zur Anwendung ; 
auBerdem noch einige Regeln iiber die Zusammensetzung mehrerer 
Bewegungen, fiir deren Darstellung wir folgende Bezeichnungen an- 
wenden. 

Die Glieder des Getriebes werden mit den Nummern 0, 1, 2, 3 . . ., 
verschiedene Bewegungen des Getriebes mit I, II, III . . . bezeichnet. 
ounm und tt)i,„ bezeichnen die Drehgeschwindigkeit und die Dreh- 
beschleunigung des Gliedes m in der Bewegung «. Zi, ?2» ^s • • • 
sind die Langen der Seiten eines Stabpolygons, dem die 
Glieder 1, 2, 3 . . . angehoren. Zur Darstellung einer geometrischen 
Summe benutzen wir das Summierungszeichen d^. 
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Wir erinnern daran, daB der Geschwindigkeitsplan P'A*B*C*D\ 
Abb. 26 und 27, eines Stabpolygons ABCD^ dem die Glieder 1, 2, 3, 4 
angehoren, nur die eine Bedingung zu eriiillen hat: 

Zi«i + h^ + h^ + ^4«4 = 0, (24) 

d. h. die Seiten A'B\ B'C, CD', D'A' von den Langen Awi, 
{2fi»2 . . . und den gegebenen Richtungen 

A'B' ± AB, B'C' ± BC usf. 

bilden ein gescMossenes Polygon und haben daher eine geometrische 
Summe gleich null. Ebenso hat der Beschleunigungsplan des Stab- 
polygons Q'*A"bB''cC"dD"aA", Abb. 28, nur eine Bedingung zu 
erfiillen : 

hwl 4= ^<»2 + h^i + h^4, 4= ^i<»i + ^2«2 + ^s«8 + h^ ^ 0, (25) 
d. h. die Seiten A''b, B"c, C'*d, D"a von den GrdBen Uwl ko^, 
ijft^, hooly deren Richtung und Sinn durch BA, CB, DC, AD ge- 
geben sind, miissen in Verbindung mit den Seiten bB*', cC", dD'\ 
aA" von den Richtungen 

bB'' ±AB, cC^' ±BC... 

und den Langen 

bB" = haH, cC'* = hm... 

ein geschlossenes Polygon bilden. Diese Bedingungen gelten in 
gleicher Form auch fiir Stabpolygone mit Schieberverbindungen, 
wenn man nach den Abschnitten 5 und 9 die Schieber durch Ge- 
lenke ersetzt. 

I. Bezeichnet P'A*B*C* . . . den Geschwindigkeitsplan einer Be- 
wegung I der Stabverbindung ABC.., und Pi irgend einen Punkt 
der Ebene, so ist PiA'B'C* . . . der Geschwindigkeitsplan einer mog- 
lichen Bewegung 11, d. h. einer Bewegung, die von der Stabverbin- 
dung gestattet wird; denn die Bedingung 24) wird von jedem 
Stabpolygon fur beide Bewegungen in gleicher Weise erfiillt. Die 
Bewegung II entsteht, indem man die Bewegung I zusammensetzt 
mit einer gleichzeitigen Parallelverschiebung, die alien Punkten die 
gemeinschaftliche Geschwindigkeit PjP' erteilt 

2. Bezeichnet Q"A"B"C" . . . den Beschleunigungsplan einer 
Bewegung I der Stabverbindung ABC . . . und Q2 irgend einen 
Punkt der Ebene, so ist Q^A^'B^'C . . . der Bescheunigungsplan 
einer moglichen Bewegung 11 der Stabverbindung. Die Bewegung 11 
entsteht, indem die Bewegung I zusammengesetzt wird mit einer 
Parallelverschiebung von beliebiger Geschwindigkeit und der Be^ 
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schleunigung Q2Q'*' Die Bewegung II ist moglich, weil die Be- 
dingungen 25) fur beide Bewegungen I und II gleich lauten. 

3. (Vergl. Beispiel 5.) Bezeichnen P'iA\B'iC\ . . . und 
P'3-4.'2-B'jC"2 • • • die Geschwindigkeitsplane zweier Bewegungen I, II 
der Stabverbindung ABC.y also 

WOI, «llt <»21. «31 . . . 

und 

W02i «12» «22i M32 . • • 

die Drehgeschwindigkeiten der Glieder 0, 1, 2, 3 . . . in diesen beiden 
Bewegungen, ferner fi, fg zwei beliebige positive oder negative 
Zahlen, so wird der Geschwindigkeitsplan P'^A'^B'^C*^ . . , einer 
moglichen Bewegung III gebildet, indem man 

P'3 A', = Ci . P\ A\ + & • P'2 A\ 
P\ B\ = ti . P\ ^1 + & . P', S*2 usf. 

auftragt. Die Drehgeschwindigkeiten der Glieder 0, 1, 2 . . . er- 

halten in der Bewegung III die GroBen 

<»03 = £l<»01 -f- £s<«^2 

ft»i3 = &<»ii H~ £2^12 

fi>23 = ?1«21 + £2«2« usf. 

1st f negativ, so ist der Sinn der Drehgeschwindigkeit fw dem Sinn 
von CO entgegengesetzt. Der Beweis der vorstehenden Behauptungen 
ergibt sich, indem man fur jedes Stabpolygon die Bedingung 24) 
fiir alle drei Bewegungen bildet und beachtet, daB die Bedingung 
der Bewegung III unmittelbar aus den Bedingungen I und 11 zu 
folgern ist. Sind die Drehgeschwindigkeiten CO03, ^iz snveier Olieder 0, 1 
in der Bewegung III gegeben, so sind die beiden Zahlen fi, Jj durch 
obige Gleichungen bestimmt: 

bi — 

^ «03«11 tt>13«01 

b2 "^ ~ ' 

(O02<^l ^12^01 

Bei Anwendung dieser Zusammensetzung kann man in der 
Kegel als Bewegung II eine Drehung aller Glieder in starrer Ver- 
bindung miteinander, und zwar mit der Drehgeschwindigkeit 

-p 1 = tt>o« = **>!« = W22 = . . . 

wahlen: dann wird 

bl 

} (27) 

J. __ <»08<»11 ft>13ft>01 

«11 — «01 I 



(26) 
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4" (Vergl. Beispiel 6.) Fiir eine Stabverbindung sei gegeben 
die Bewegung I durch ihre Drehgeschwindigkeiten: 

und ihre Drehbeschleunigungen: 

«'oi» tt^'u* ^'iif w'31 • • • '» 
ferner die Bewegung II durch ihre Drehgeschwindigkeiten: 

= COqq ^= 0)i2 = W2« ^= ^2 = . . . 

und ihre Drehbeschleunigungen: 

a bezeichnet eine beh'ebige positive oder negative Drehgeschwindig- 
keit. Eine solche Bewegung nennt man eine Anfangsbeivegung^ weil 
sie an den Ruhezustand sich anschlieBt. Sie ist moglich, weil der 
Beschleunigungsplan der Bewegung II dem Geschwindigkeitsplan der 
Bewegung I geometrisch ahnlich ist, und weil infolgedessen die 
Bedingung 25) fiir jedes Stabpolygon erfiillt ist. 

Gegeben sei endlich die Bewegung III, ebenfalls eine Anfangs- 
bewegung, durch ihre Drehgeschwindigkeiten: 

= «08 = tt>l3 = ^2Z = ft^ss = • . • 

und durch die Drehbeschleunigungen 

Der Beschleunigungsplan dieser Bewegung III ist dem Lageplan 
geometrisch ahnlich; es ist also fiir jedes Stabpolygon die Be- 
dingung 25) erfullt. 

Es soil eine Bewegung IV gebildet werden, die in ihren Dreh- 
geschwindigkeiten mit der Bewegung I iibereinstimmt : 

©04 = Woi » ^i\ = ^^ii » ^4 = *'2i ^sf. , 
wahrend fiir zwei beliebige Glieder und 1 die Drehbeschleunigungen 
o}'o4» «'i4 vorgeschrieben sind. Die Bewegung IV entsteht durch 
Zusammensetzung der Bewegungen I, II, III. Hierdurch wird: 

« M = «'oi -}- awoi 4" ^' 
«'u = «'ii + awii + cc' 
£0*24 = a)'2i + crcr}2i "f" «' usf. 

Die Drehgeschwindigkeit a und die Drehbeschleunigung a' werden 
durch die ersten beiden Gleichungen bestimmt: 



a 



«oi — «ii \ (28) 
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5. (Vergl. Beispiel 8.) Wenn einem Stabe eines Getriebes, 
z. B. dem Stabe 3, die Eigenschaft der Dehnbarkeit beigelegt wird, 
so erhalt die Stabverbindung einen hoheren Grad der Beweglichkeit, 
so daB eine ihrer Bewegungen erst bestimmt wird, wenn die Dreh- 
geschwindigkeiten und Drehbeschleunigungen von drei Gliedern, z. B. 
der Giieder 0, 1, 2, gegeben sind. Es seien die Geschwindigkeiten 
der Bewegungen I und II bestimmt durch die gegebenen Grofien 

0101 = 0, (»ii = 0, «2i=4-lsek— ^ 
und 

(002 = 0, wi2=-|- 1 sek""*, a>22 = 0. 

Aus den Geschwindigkeitsplanen dieser beiden Bewegungen konnen 
die Dehnungsgeschwindigkeiten d^t , ^82 des dehnbaren Stabes 3 ent- 
nommen werden. 

Es sei nun die Aufgabe, die Geschwindigkeiten einer Be- 
wegung III zu bestimmen, fur die vorgeschrieben ist: die Dreh- 
geschwindigkeit des Gliedes 

«08 = 0, 

ferner die Drehgeschwindigkeit wis des Gliedes 1 und endlich die 

Starrheit des Stabes 3: 

dsa = 0. 

Diese Bewegung III kann also von dem Oetriebe ausgefiihrt werden. 
Sie wird gebildet durch Zusammensetzung der ^^-fachen Geschwindig- 
keiten der Bewegung I mit den ^-fachen Geschwindigkeiten der Be- 
wegung II, wenn die beiden Zahlen f^ , J^ folgende zwei Bedingungen 
erfullen: Die Drehgeschwindigkeit des Gliedes 1 mufl die vor- 
geschriebene GroBe (O13 erhalten: 

Wis = ?i«ii + f2«i2 = & sek-* 
oder 

Ferner mufl die Dehnungsgeschwindigkeit des Stabes 3 gleich null 
werden: 

^38 = tl ^81 4" £2^82 = 0, 

woraus folgt: 

r _ ^32 <tfl8 

Die Drehgeschwindigkeiten der Bewegung III haben demnach 
die GroBen: 

<M08 = Cl tt>01 -f- £j ««'02 = 
«18 = S^lWll + £2<»12 = C2 
0)23 = Cl W2I + £2 «22 USf. 
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Es sei ferner die Aufgabe, die Beschleunigungen der Be- 
wegung in zu bestimmen, wenn vorgeschrieben ist: die Dreh- 
beschleunigung w^n des Gliedes 1 und diejenige des Gliedes 

«'os = 0. 
Man erteilt wieder einem Stabe 3 die Eigenschaft der Dehnbarkeit 
und bestimmt durch einen Plan die Beschleunigungen der Be- 
wegung IV, deren Geschwindigkeiten mit denen der Bewegung III 
iibereinstimmen 

wahrend die Drehbeschleunigungen der drei Glieder 0, 1, 2 die 
Groflen 

« W = 0, (W'u = «'i8, w'24 = 

erhalten. Mit V bezeichnen wir ferner eine Bewegung, deren Ge- 
schwindigkeiten alle gleich null sind: 

= (Moo = Wlo =^ W25 • • • 

und deren Drehbeschleunigungen den bekannten Drehgeschwindig- 
keiten der Bewegung I proportional sind : 

w'05 ^-- aujoi ==^0 

do'sb '-^ CC (Ozi Usf. 

Die Beschleunigungen der vorgeschriebenen Bewegung III ent- 
stehen durch Zusammensetzung der beiden Bewegungen IV, V, wenn 
die unbekannte Drehgeschwindigkeit a so gewahlt wird, daB die 
Dehnungsbeschleunigung des Stabes 3 die einem starren Stabe ent- 
sprechende Grofie erhalt. Die Drehgeschwindigkeit dieses Stabes 
hat die Grofle 

W33 = ?1 «31 -f- ^2^32. 

Seine Dehnungsbeschleunigung d'u in der Bewegung IV kann aus 
dem Beschleunigungsplan dieser Bewegung entnommen werden, 
wahrend seine Dehnungsbeschleunigung in der Bewegung V durch 
die Gleichung 

aus dem Geschwindigkeitsplan der Bewegung I ermittelt werden 
kann. Die Grofie a wird demnach bestimmt durch die Gleichung: 

t^'ss = «33 = ^'s\ -f- rf'35 = rf'84 4" Cfdsi 



Oder 



a ^= — ; . (oi; 



'81 
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Nachdem a bestimmt worden ist, ergeben sich die Dreh- 
beschleunigungen der Bewegung III durch die Gleichungen: 

' (»'38 izz w's* + awu usf. 

II. Beispiele und Aufgaben. Die vorstehenden Regeln 
soUen an einer Reihe von Beispielen eriautert werden. Wenn nichts 
anderes bemerkt wird, ist der MaBstab 

des Lageplans L: 1 cm = 100 cm 
des Geschwindigkeitsplans O: 1 cm = 100 cm selc"* 
des Beschleunigungsplans B: 1 cm = 100 cmsek~^ 

In den Lageplanen sind die Gelenke durch kleine Kreise, die 
ruhenden Gelenke durch Doppelkreise bezeichnet. In den Ge- 
schwindigkeitsplanen und den Beschleunigungsplanen sind die 
Pole P' und Q** durch Kreise, rechtc Winkel durch Viertelkreise, 




J?' B 



G. Abb. 36. 




B. Abb. 37. 



die gegebenen und durch Rechnung bestimmten Strecken durch 
kraftigere Linien bezeichnet, 

Bei»2nel L Das Getriebe, Abb. 35, besteht aus vier mit 0, 1, 
2, 3 bezeichneten Gliedern, den Staben A By AC, CD und dem 
Schieber D. Das Glied ist festgestellt: 

cr>o = 0, w'o = 0; 

das Glied 1 wird gefuhrt mit der gegebenen Drehgeschwindigkeit 

0)1 = -f 1,(X) sek-^ 

und der Drehbeschleunigung 

«'i =0. 

Der Oeschwindiglceitsplan, Abb. 36. Die Punkte A*, B* fallen 
mit dem Pol P' zusammen, weil die Punkte A, B (Abb. 35) ruhen. 
Die Geschwindigkeit A' C des Punktes C wird bestimmt durch das 
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Vorzeichen und die Orqfie der gegebenen Drehgeschwindigkeit wi 
des Gliedes 1. Da o>i positiv ist, so ist der Winkel 

{AC, A'C") = 90O 
aufzutragen, und die Strecke A* C* wird durch die Gleichung 

gegeben. Von der Geschwindigkeit P* D* des Schiebers istr die 
Richtung 

P'D* II AB 

gegeben; ihre Grofie wird bestimmt, indem man 

(7'Z>' ± CD 
auftragt. 

Der Beschieunigungsplan, Abb. 37. Die den ruhenden 
Punkten A, B entsprechenden Punkte A", -B" fallen mit dem Pol Q" 
des Beschleunigungsplanes zusammen. Gegeben sind ferner die 
Strecken A"C** und C"d durch die Bedingungen: 

{AC, ^"C") = I8OO 

A"C** =ACm = AC 

{CD, C" d) = 180O- 

C"d = CDa., = CD[-^-) =-^, 

Von der Beschleunigung Q" D" des Schiebers D ist die Richtung 
bekannt: 

Q'D" \\AB. 

Ihre GroBe ergibt sich aus der Bedingung, daB die Strecke C**d 
die Projektion von C"D** auf CD bildet. Daher ist 

dD" ± C'*d 
aufzutragen. 

In dem vorliegenden einfachen, aber haufig vorkommenden 
Falle ist es nicht notig, Geschwindigkeitsplan und Beschleunigungs- 
plan in besonderen Zeichnungen zu bilden, da zweckmaBig beide 
Plane mit dem Lageplan sich verbinden lassen. Zieht man namlich 
in Abb. 35: 

AE ± AB, EF ± AE, FG ± EF und OH ± CD, 

so ist das Dreieck Jl C£' kongruent dem Geschwindigkeitsplan A*C*D* 
und gegen denselben um 90° gedreht. Ferner ist das Viereck AC OH 
kongruent dem Beschleunigungsplan A^^C'^dD'* und gegen den- 
selben um 180° gedreht. Es ist also 

AE=P'D' und HA = Q"D\ 
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wodurch die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Schiebers D 
bestimmt sind. Man beachte hierbei, daB wegen Aehnlichkeit der 
Dreiecke: 

CEFr^ CD A und CFG ~ CAE 

die folgenden Beziehungen bestehen: 



Da nun 



ist, so folgt: 



und 



CIl_CA , CO _CE 
CE ~ CD CF ~ CA 



CE=C'D' 



2 



CO = ^^ = (7" d 



ACOH^A^C'dD^ 



a^sT" 




L. Abb. 38. 



B. Abb. 40. 



Beispiel 2, Abb. 38 bis 40. Das Getriebe besteht aus dem 
ruhenden Gliede EF, dem mit der Drehgeschwindigkeit 

(»i = — 1,40 sek-i 

und der Drehbeschleunigung 

fti'i = — 2,14 sek-^ 

gefuhrten Gliede FA, dem Stabe AD und dem um das Gelenk E 
sich drehenden Schieber BC, 

Der Oeschmindigheitsplan, Abb. 39. Da die Gelenke E^F 

Mohr, AbhAndL a. d. Gebiete d. techniflchen Mechanik. 9 
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ruhen, so fallen die Punkte E\ F* mit dem Pol P* zusammen. Der 
Punkt A* wird bestimmt durch die Bedingung: 

^^sin (FA, i^MO = «i =— l,40sek-i; 

also ist 

(FA, F'A') = 21Q^, r A' = FA (ai = lbO ' 1M = 210 cm sek-K 

Im iibrigen ist die Bildung des Geschwindigkeitsplans vollstandig 
im Abschnitt 5 beschriebeh. Man bestimmt hiernach die Geschwindig- 
keit P* El des vom ruhenden Gelenke E gedeckten Punktes des 
Stabes AD, indem man 

A' El ± AE, E'Ei II AD 

zieht. Dann entsteht der Geschwindigkeitsplan P'A'B*C'D*E\ indem 
man die Punktgruppen 

A'BiCiD'Ei0 ABODE 
und 

AiB'C'DiE'^-A'BiCiD*E, 

bildet. Die relative Geschwindigkeit der Punkte des Stabes AD 
gegen den Schieber BC wird durch die Strecken 

Ai A' = DiD' = 120 cm sek- ^ 
dargestellt 

Dei' BesMeunigungsplan, Abb. 40. Die Punkte E'\ F** fallen 
mit dem Pol Q*' zusammen. Ferner wird der Punkt A" bestimmt 
durch die gegebenen GroBen wj und (a'li 

(FA, F'' a) = 180^ 



•2 



F"a = FA (Mj = 150 • 1,4^ = 294 cm sek 



— 2 



(FA, aJL'0 = 270O 
a A'* = FA a)\ = 150 • 2,i4 = 321 cm sek -2. 

Der Punkt E^ wird nach Abschnitt 9 bestimmt: 

{AE, A" e) = 180^ 

^'=-AE-=-m=^^'''''''^ 

{E'Ei,E"ei) = {AD, A'D') = 210O 
E^^ei = 2E'Ei^^=2-120^^^ = 12Acmsck-'^ 

eEj ± A"e, e^E^ ± JE^'ci. 
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Nachdem die Strecke A'*A^ nach Grofle, Richtung und Sinn 
gleich E^E** aufgetragen ist, konnen die Punktgruppen 

A**D**JB^C^E2 A^D^B^C'E" ADBGE 

und hierdurch der Beschleunigungsplan Q'*A''D*'B**C*'E*' gebildet 
werden. 

Beispiel 3, Abb. 41 bis 43. In dem sechsgliedrigen Getriebe 
ABCDEFO, Abb. 41, ist das Glied AB festgestellt, wahrend das 
Glied BCD mit der Drehgeschwindigkeit 

(»i = — 1,17 sek-^ 

und der Drehbeschleunigung 

(»J = — 1,18 sek-2 

gefuhrt werden soil. Da die Stabvierecke ABDF und GDEQ in 
dieser Reihenfolge nur je zwei Glieder mit unbekannten Dreh- 



L. Abb. 41. 



B. Abb. 43. 



^"^'B 




geschwindigkeiten enthalten, so kommen die Regein der Abschnitte 4 
und 8 zur Anwendung, wie folgt: 

Der QeschwindigJceitsplariy Abb. 42. 

{BD,B*D') = 210^ 

B'D' = BD (a^= 173 • 1,17 = 202 cm sek 

A*F' ±AF, D'F* ±DF 

B'C'D* ^ BCD, D'E'F' DEF 

CO' ±CG, E'Q' ±EG. 



— 1 
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Der Besehleunigungsplan, Abb. 43. 

(BD, B"d) = I8OO 
B"d = BD a\ = 173 . 1,i7» = 236 cm sek- » 

{BD, dD") = 270° 
dD" = BD to' = 173 • 1,18 = 204 cm sek-» 

{AF, A"f) = 180° 

.„, {A'Fy 156» „„, . » 

A"f= ^~^- = -^ = 220 cm sek-« 

{DF, D"fi) = 180° 
„,,, (D'Fy 132« .„ ,_, 

fF" ± A"f, frF" ± D"f, 
B"C''D"'!iBCD, D"F"E"0DFE 

{CO, C"g) = 180° 
^,, (C'Oy 172* ,,, , J 

(^(?, ^'Vi) = I8OO 

iE'Oy 106» Q„ . , 

^ ^' = EQ = 140 = ^ ^™ ^^'^'^ 

Beispid 4, In dem achtgliedrigen Getriebe, Abb. 44, ist das 
died A5 festgestellt, wahrend das Glied BCD mit der Dreh- 
geschwindigkeit 

m\=z — 0,95 sek-' 

und der Drehbeschleunigung 

w'l = — 0,63 sek-* 

gefuhrt werden soil. Das Getriebe enthalt nur ein Stabviereck ABDF, 
alle iibrigen Stabpolygone enthalten, abgesehen von den starren Stab- 
dreiecken, mehr als vier Seiten. Die Plane fur den Teil ABCDEFG 
des Getriebes werden wie im Beispiel 3 gebildet; die Bescbreibung 
braucht hier nicht wiederholt zu werden. 

Im Geschwindiglceitsplan, Abb. 45, sind darauf die drei Geraden 

C'MiK' ± CMK 
O'LtH' ± GLH 
LiI'E'Mi ± LI EM 
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zu Ziehen und auf diesen nach Abschnitt 2 die dem starren Drei- 
eck KHI entsprechenden Punkte K\ JET', /' zu bestimmen. Statt 
dessen kann man auch die Punktgruppe 

LirMiK'H' ^ LIMKH 

bilden, da den Dreiecken LHI, HIK, IKM die ahnlichen Dreiecke 
LiH*r, H*rK*y rK*M\ entsprechen. Der Geschwindigkeitsplan 




L. Abb. 44. 



G. Abb. 45. 



B. Abb. 46. 



wird unbestimmtj wenn die drei Geraden C*K\ O'H't E*I' in einem 
Punkte sich schneiden. 

Im Beschleunigungsplarit Abb. 46, sind dieWinkel: 

{CK, C"jfc) = (GH, 0*'h) = {El E'^i) == I8OO, 

darauf die Strecken: 

C"k = ^j^— — -.w.^r- = 143 cm sek-2 



CK 
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G"h = —QTjf- — 228" ~ ^"^ 

R^i =z ^^-/- = ^,^ = Sd cm sek-« 

und die Geraden: 

kK** ± C"k, hH'* ± G"h, il" ± E"i 

aufzutragen. Die Lage des Dreiecks K*'H*'r* konnte darauf durch 
das im Abschnitt 7 und in den Abb. 23 bis 25 beschriebene Ver- 
fahren bestimmt werden. 
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JBeispiel 5. In dem Getriebe des vorigen Beispiels, Abb. 44, 
soil das died 4 {GH) festgestellt und das died 1 {BCD) mit der 
Drehgeschwindigkeit -[- 0,67 sek""* gefiihrt werden. Es sind die Ge- 
schwindigkeiten dieser Bewegung III zu bestimmen. Man bildet die 
Bewegung III nach Abschnitt 10, 3 durch Zusammensetzung der 
^i-fachen Geschwindigkeiten der im vorigen Beispiel bestimmten 
Bewegung I mit den 2;^-fachen Geschwindigkeiten der Bewegung U, 
in der das Getriebe, ohne seine Form zu andern, mit der Dreh- 
geschwindigkeit -[- 1 sek""^ um irgend einen festen Punkt sich dreht. 
In der Bewegung I haben die Glieder i und 4 die Drehgeschwindigkeiten 



und 



wii = — 0,95 sek~* 
«4i = -^^- sin (G H,G'W) = --^ = - 0,37 sek-i. 



Damit 



werde, ist 



und 



fi wii + & = H- 0,67 
fi «41 + & = 

. _ +0,67 _ 

ti- _ 0,95 + 0,37 ~ ^'^^ 

ta = — Ci W41 = — 1,15 • 0,37 = — 0,42 



zu wahlen. Die folgende Tabelle enthalt die aus Abb. 45 ent- 
nommenen Drehgeschwindigkeiten 001 der Bewegung I und die nach 
der Formel 

ws = — 1,15 Oh — 0,42 

berechneten Drehgeschwindigkeiten der Bewegung III: 



Glied 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


«3 


i 
! - 0,42 

1 


— 0,95 
+ 0,67 


-0,38 
-1-0,02 


— 1,17 

+ 1,35 


-0,37 



— 0,69 
+ 0,37 


— 0,83 
+ 0,53 


— 0,74 
+ 0,43 



Will man den Geschwindigkeitsplan der Bewegung III auftragen, so 
geniigt die Berechnung von zwei Drehgeschwindigkeiten, z. B.: 

<»8S = + 1,35, ft>53 = + 0,37. 

Der Pol des Geschwindigkeitsplans P' fallt selbstverstandlich mit 
den Punkten G', H* zusammen. 
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Beispiel 6, Das Getriebe, Abb. 44, hat bei der durch die 
Abb. 45 und 46 dargestellten Bewegung I folgende Drehgeschwindig- 
keiten co^ und Drehbeschleunigungen ai\: 



Glied 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


Wl 





— 0,95 


— 0,38 


-1,17 


-0,37 


— 0,69 


— 0,83 


— 0,74 


«', 





— 0,63 


— 0,45 


— 1,33 


-0,75 


-0,88 


— 0,98 


— 0,70 


W'4 





+ 1.27 


+ 0,32 


+ 1,01 


— 0,01 


+ 0,50 


+ 0,68 


+ 0,78 



Es soil die Bewegung IV des Getriebes gebildet werden, deren Ge. 
schwindigkeiten mit der Bewegung I iibereinstimmen, wahrend die 
Drehbeschleunigung des Gliedes 5 die Grofie 

ai'54 = + 0,50 sek - 2 
erhalten soil. 

Nach Abschnitt 10, 4 entsteht die zu bestimmende Bewegung IV, 

indem man die Bewegung I zusammensetzt mit einer Bewegung V, 

in der alle Geschwindigkeiten die GroBe null haben: 

= 6I05 = Wi5 = W25 = . . . 

und deren Beschleunigungen durch die Gleichungen: 

aj'o5 = adoou w'ls = a«iif (0*25 = a«2i usf. 

bestimmt werden, wenn man die GroBe a so wahlt, dafi die aus der 
Zusammensetzung der beiden Bewegungen I und V entstehende 
Drehbeschleunigung des Gliedes 5 die vorgeschriebene Grofie erhalt: 

«'54 = + 0,50 = w'si + a«5i = — 0,88 — 0,69 a. 
Im vorliegenden Falle ist also 

0,50 + 0,88 



a 



0,69 



= — 2,00 sek 



— 1 



Die in der letzten Reihe der vorstehenden Tabelle angegebenen 
Drehbeschleunigungen der Bewegung IV werden demnach durch 
die Gleichung 



bestimmt. 



oaU = co*i — 2,00 wi 



Beispiel 7, Das Getriebe, Abb. 47, enthalt acht Glieder, namlich 
das ruhende Glied, zu dem die Gelenke A, O und der Schieber I ge- 
horen, ferner die sechs aus Staben gebildeten Glieder ABC, BE, 
CD, DEF, FO, HI und den Schieber H. Das Glied ABC wird 
mit der Drehgeschwindigkeit 

«! = + 1,75 sek~* 
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und der Drehbeschleunigung 

»'i = 
gefiihrt, 

Der Oeschtvindigkeitsplanf Abb. 48. Durch die gegebene positive 

Drehgeschwindigkeit des Gliedes ABC ist vorgeschrieben: 

B'C = 5(7 «! = 200 . 1,75 = 350 cm sek-* 

B^C'A^ f:iBCA. 

Der Pol P* und die Punkte 0\ F fallen mit A* zusammen. Durch 
die Bedingungen: 

B'MiE' ± BEM, C'LiD* ± CDL, L^O'F'Mi ± LOFM 

sind ferner die drei Geraden 5'Jlf,i;', C*LxD', LiO*F*Mi gegeben, 
auf welchen die dem starren Dreieck EDF entsprechenden Punkte 




B. Abb. 49. 



E^, Z>', F^ liegen miissen. Man bestimmt ihre Lage entweder nach 
dem im Abschnitt 2, Abb. 5 und 6, beschriebenen Verfahren oder 
einfacher durch die Bedingung, daB den Dreiecken DLF, DFE, 
EFM, DEK die ahnlichen Dreiecke D'LiF', D'F'E', E'F'M^ 
D'E'K' entsprechen, und daB folglich: 

LiF'MiE'K'D' ^ LFMEKD 
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ist. Das Gelenk H bewegt sich infolge der Fiihrung durch den 
festen Schieber I auf den festen Geraden HI: 

p*n* II IH, 

und da sein Abstand KH vom Mittelpunkt K des Fiihrungsstabes 
unveranderlich ist, so ist 

K*W JL KH, 

Die Strecke H\H^ bezeichnet die relative Geschwindigkeit des 
Schiebers H gegen den Fiihrungsstab. 

t)cr Beschleunigungsplan, Abb. 49. Da die Drehbeschleunigung 
des gefiihrten Gliedes ABC gleich null gegeben ist, so ist 

(BC, B"C") = I8OO 

B" C'''= -^i^ = Sr = 613 cm sek-^ 

und 

B"C"A" ^BCA 

aufzutragen. Mit A'' fallen die Punkte G\ P und der Pol Q*' zu- 
sammen. Die Dehnungsbeschleunigungen der Stabe BE, CD, OF 
bestimmen ferner die drei Geraden eE^, dD'*, fF**, auf denen die 
dem starren Dreieck EDF entsprechenden Punkte E", D", F" 
liegen miissen: 

(BE, B"e) = (CD, C**d) = (OF, 0"f) = 180^ 
B" e = ^^ = -3^ = 14^ cm sek-^ 

^, , (C'D'y 240^ ,^, , 2 

^ ^ = —CD- = -300 = 1^' ^"^ ''^ 

GY==-^^^- = ^= 30cmsek-2 

eE" ± B"e, dD" ± C" d, fF" ± O"" f. 

Das im Abschnitt 7, Abb. 23 bis 25, beschriebene Verfahren ergab 
die Lage des Dreiecks E"D"F", und durch die Bedingung: 

D"E''F"H2K'' ^DEFHK 

wurden darauf die den Punkten Hit K* entsprechenden Punkte H2, K" 
bestimmt. Die Beschleunigung Q" H" des Gelenkes H hat drei Be- 
dingungen zu erfuUen: Sie ist infolge der Fiihrung des Stabes IH 
durch den festen Schieber J parallel zu IH gerichtet: 

Q^H" \ IH; 
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wegen Starrheit der Strecke KH ist ferner: 

{KH, Jf''*)=180O 

hH' xK'h. 

Hierdurch ist der Punkt H" bestimmt. Eine dritte Bedingung, die 
man als Probe benutzen kann, ergibt sich nach Abschnitt 9 aus der 
Drehgeschwindigkeit la der Geschwindigkeitsstrecke HiH'. Die 
Drehgeschwindigkeiten der beiden Glieder DEF und H sind: 

^'^^ sin {KH, K'Hi) = + 1^ sek-i 



KH 
K'H 



240 
320 



Folglich ist 



^ Sin dKH, K'HO = + ^ sek-^. 



(JIiHS^2A0 = 90O 



H2hi=HiH'<o = 50 ^^^^Q^ = 123 cm sek-« 

aufzutragen. Die Gerade hiH" mufi durch den bereits bestimmten 
Punkt H" gehen. 

Beispiel 8, In dem zehngliedrigen Getriebe, Abb. 50, ruht 
das Glied (AB), wahrend das Glied 1 {BCD) mit der Dreh- 
geschwindigkeit -[-0,50sek— * und der 
Drehbeschleunigung -[- 0,20 sek""^ gefiihrt 
wird. Da das Getriebe kein einziges 
Stabviereck enthalt, so ist das im Ab- 
schnitt io,S beschriebene Verfahren anzu- 
wenden. 

Die GeschwindigJceiten. Wir er- 
teilen dem Stabe 3 (CL) die Eigenschaft 
der Dehnbarkeit und bestimmen die Ge- 
schwindigkeiten zweier Bewegungen I, II, 
die gegeben sind durch folgende An- 
nahmen: 

Bewegung I: woi = 0, wu ^^0, «2i =^ + 1 sek- ^ 

Be wegung II : 0)02 == 0, con =: + 0,50 sek - S (»22 = 0. 

Die Bildung der hier nicht mitgeteilten Geschwindigkeitsplane, deren 
Ergebnisse in den ersten beiden Reihen der folgenden Tabelle zu- 




L, Abb. 50. 
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sammengestellt sind, bietet keine Schwierigkeit, da in den Stab- 
polygonen ABDFH, ABDEKI, EFGLK in dieser Reihenfolge 
nur je zwei Glieder mit unbekannten Drehgeschwindigkeiten vor- 
kommen. 




Bewegung I 
Bewegung II 
Bewegung III 



«4 



«6 



Wc 



0)7 



0)8 



0)9 










+ 0,50 
+ 0,50 



+ 1,00 + 0,98 


+ 0,54 



— 0,32 — 0,33 
+ 0,2l!+0,25 



+ 1,08 — 0,57 
+ 0,52 



+ 0,21 



— 0,43 — 0,75 
+ 0,66+0,36 



+ 0,37 
+ 0,34 



+ 0,43,— 0,04+ 0,54 



+ 0,68 
— 0,11 
+ 0,26 



-0,61 

+ 0,33 





Die von der Aufgabe geforderte Bewegung III ergibt sich 
durch Zusammensetzung der Geschwindigkelten der Bewegung II 
mit den J^^fachen Geschwindigkeiten der Bewegung I, wenn man die 
Zahl 2^ so wahlt, daB die Dehnungsgeschwindigkeit dz des Stabes 3 
in der zusammengesetzten Bewegung EI gleich null wird : 

Q = Zdn-\-iz2= — 0,61 1+ 0,33 

33 

t = +gj = + 0,54. 

Die in der letzten Tabellenreihe angegebenen Drehgeschwindigkeiten 
der Bewegung III konnten demnach durch die Gleichung 

0)3 =1^ 0)2 -}- t 0)1 :^^ 0)2 + 0,54 0)i 

bestimmt werden. 

Die Besckleunigufigen. Wir erteilen wieder dem Stabe 3 {CL) 
die Eigenschaft der Dehnbarkeit und bestimmen die Beschleunigungen 
einer Bewegung IV, deren Geschwindigkeiten mit der Bewegung III 
iibereinstimmen : 

0)04 ^ tt>03, 0)14 = ««>1S. «24 = «2S USf., 

wahrend die Drehbeschleunigungen durch die Annahme 



ft)w 



= 0, 



<a'u 



+ 0,20 sek 



— 2 



«'24 







bestimmt sind. Der betreffende Plan bietet nichts Bemerkenswertes 
und ist daher hier nicht mitgeteilt. Das Ergebnis desselben, namlich 
die Drehbeschleunigungen aller Gh'eder und die Dehnungsbeschleuni- 
gung d*u des dehnbaren Gliedes 3, ist in der ersten Reihe der nach- 
stehenden Tabelle zusammengestellt. Diese Bewegung IV ist zu- 
sammenzusetzen mit einer Anfangsbewegung V, deren Geschwindig- 
keiten also samtlich null, und deren Drehbeschleunigungen den 
Drehgeschwindigkeiten der Bewegung I proportional sind : 

0)'o5 = «'l5 = 0, 0)'25 = aO)2l, 0)^35 = « 0)81 USf. 
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In dieser Bewegung hat die Dehnungsbeschleunigung d'n des Stabes 3 
die Grofle: 

Die Grofie a ist so zu wahlen, dafi die Dehnungsbeschleunigung d'ss 
der aus IV und V zusammengesetzten Bewegung III dem starren 
Stabe 3 entspricht: 

Mit Benutzung der Tabellenwerte erhalt man 

^^si 0,61 ' 

Die in der letzten Tabellenreihe zusammengestellten Drehbeschleu- 
nigungen der von der Aufgabe geforderten Bewegung III ergeben 
sich demnach aus der Gleichung: 

(O's = «'4 -|- ««! = (0*4 -[- 0,20w . 



w'o 



«'l 



<0*2 



w's 



«'4 



a>'5 



«'6 



ft) 7 



ftj's 



ft)'g 



Bewegung IV 
Bewegung V 
Bewegung III 



+ 0,20 





+ 1,00« 



+ 0,20 + 0,20 



— 0,05 
+ 0,98rr 
+ 0,15 



— 0,06 



+ 0,11 



+ 1,08«— 0,57« 
+ 0,16 0,00 



+ 0,26 



+ 0,08 



— (),43« — 0,75« 



+ 0,24 
+ 0,37« 



+ 0,17 -0,07 1+0,31 



+ 0,03 
+ 0,68« 
+ 0,17 



cJS 



+ 0,08 

— 0,61a 

— 0,044 



12. Die Kriimmung der Bahn eines Punktes und ihrer 
Evolute. Der bewegte Punkt befindet sich zur Zeit t in A, Abb. 51, 




L. Abb. 51. 



Abb. 52. 



und zur Zeit t-\'dt in C. Die Bahn AC hat den Kriimmungs- 
halbmesser 

AB = r, 

ihre Evolute BD hat den Kriimmungshalbmesser 

BE=ri, 
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Der Strecke r wird der Sinn AB^ der Strecke r\ der Sinn BE bei- 
gelegt. Der Punkt A hat zur Zeit i die Geschwindigkeit t;, die Be- 
schleunigung erster Ordnung v* und die Beschleunigung zweiter Ord- 
nung r". Die Beschleunigungen »', t?" haben in den Richtungen der 
Bahnnormalen und der Bahntangente die Komponenten n', u* und 
n", 14". Auf der Bahnnormalen geben wir dem Sinn AB^ auf der 
Tangente dem durch die Bedingung 

{AC, AB) = ^^ 

bestimmten Sinn A G das positive Vorzeichen. Um allgemein giiltige 
algebraische Beziehungen zu erhalten, betrachten wir einen Fall, in 
dem alle GroBen das positive Vorzeichen tragen. Die Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen sind in einer besonderen Abb. 52 dar- 
gestellt, ihre unendlich kleinen Aenderungen natiirlich in unendlich 
starker Verzerrung. In dem unendlich kleinen Zeitabschnitt von t 
bis t'\'di andert sich 

V (AD) in V +dv {AF) 
v'{AH) in v''\-dv^lAK) 
u*(AO) in u'-^-du* (A J) 
n'{QH) in n' -\-dn' (JK). 

Die Geschwindigkeitsstrecke AF (v-^dv) bildet die geometrische 
Summe der zwei Geschwindigkeiten AD (v) und DF (v'di) oder 
der drei Geschwindigkeiten AD (v), DE(ufdt) und EF{n'dt). Da 

AE = AD'^DE 

(v -|- dv) cos d<p = v-^u* dt 
ist, so folgt 

, dv 

Die Richtung der Geschwindigkeit v dreht sich in der Zeit dt in 
positivem Sinne um den Winkel 

, n*dt V dt 
dip=—^ = -y-> (33) 

Daher hat der Kriimmungshalbmesser der Bahn die Grofie: 

v^ 

r = -7, (34) 

w 

und die Strecke AB hat stets den Sinn von n'. 
Aus der Zeichnung ist zu ersehen: 

AN=AQ + HL-\-MJ 
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Oder: 

(m' + du') cos d(p=iu' -\' u'*dt -f- (n' -f- dn*) sin d<p 

oder: 

,, dxC , dip du* n*^ 

ferner: 

oder: 

n' + n''d< ^= (u' -\- du') sin dy -|- (n' + ^♦^O ^^s dy 
oder: 

Auch der Kriimmungshalbmesser ri der Evolute durchlauft in 
der Zeit dt in positiveni Sinne den Winkel d(f, wobei jedoch zu 
beachten ist, dafi die Aenderung dr von r negativ ist, wenn ri, d. h. 
die Strecke BE^ den positiven Sinn AC hat: 

, dr V dt 

^ ri r 

woraus folgt 

ri 1 dr 

r V dt 

Aus Gleichung 34) ergibt sich durch Differenzieren : 

dr c^ V dv v^ dn* 



dt n' dt n'« dt 

und nach Gleichung 32) und 36): 

dr ^ vu* ?;^n" 



dt n* n'^ 

Daher ist: 

7\ vn** 3w' 



(37) 



r n* ^ n' 

Der Kriimmungshalbmesser BE hat den positiven Sinn AC^ wenn 
algebraisch 

vn" > 3z^'n' 

ist. Der Punkt A kann seine Bahn mit verschiedenen Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen durchlaufen. Bei einer zwanglauBgen 
Bewegung, d. h. bei gegebener Bahn haben aber iu jedem Bahn- 
punkte die Groflen 



v^ 



n' 
unveranderliche Werte. 



und 



\ n'2 n' ) 



r 
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13. Die Beschleunigungen zweiter Ordnung der ebenen 
Bewegung einer starren Punktgruppe. Wir wahlen fiir die 
relative Bewegung des Punktes A gegen den starr mit ihm ver- 
bundenen Punkt B die Bezeichnungen des vorigen Abschnittes, und 
da bei dieser Bewegung A den Kreis vom Halbmesser 

r = AB = a 
urn den ruhenden Punkt B beschreibt, so ist : 

n' =:: = aosr, (38) 

wenn wie friiher mit 

V 

w = — 
a 

die Drehgeschwindigkeit der Strecke BA im Sinne der Uhrzeiger- 
bewegung bezeichnet wird. Ferner ist nach den Gleichungen 32), 
35), 36): 

. dv d(o . 

" = dr = «-df = '""' (^^) 

,, du' n'* /d»» A [da' A 

und 

,. dn' , n'u' ^^ dot . ,0 

n" = ~^7"H =^ "^7" ' ^^ ^^ 3aw(»'. (41) 

Die Tangentialbeschleunigung zweiter Ordnung u" hat den positiven 
Sinn AC, wenn algebraisch 

dco* « 

ist, und die Normalbeschleunigung n** hat den positiven Sinn AB, 
wenn m und w' gleiche Vorzeichen haben. Gleichung 41) folgt auch 
aus Gleichung 37), wenn ri gleich null gesetzt wird. In Ueberein- 
stimmung mit den Abschnitten i und 6 nennen wir das Verhaltnis 

die Drehbeschleunigung zweiter Ordnung und das Verhaltnis 

d"i= = — 3oi(»' (43) 

a ^ ^ 

die Dehnungsbeschleunigung zweiter Ordnung der starren Strecke a. Es 
ist hierbei zu beachten, daB die relative Dehnungsbeschleunigung ad'* 
des Punktes A gegen B den positiven Sinn BA hat, wenn n" 
negativ ist. 
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Da die gleichzeitigen Werte der Drehgeschwindigkeit an fiir 
alle Strecken AB, BC, CA . . . der starren Punktgruppe ABC . . . 

gleich grofl sind, so haben auch die GroBen —rrf ~tjt» **"» ^** ^^^ 

alle Strecken gleichzeitig dieselben Werte. Werden von einem 
Punkte £"' aus die Strecken B"*A'*\ B'^'C", 5"'D'" . . . auf. 
getragen, welche die nach Gleichung 40) und 41) bestimmten re- 
lativen Beschleunig^ungen zweiter Ordnung der Punkte A^ G, D . , . 
gegen den Punkt B darstellen, so entsteht, wie in den Abschnitten 2 
und 7, eine . Punktgruppe A*** B*'* (7'" D"* . . ., die der starren 
Gruppe ABCD . . . des Lageplanes geometrisch ahnlich ist: 

^"'5'" (7'"D'" .,.^ABCD... (44) 

Der gemeinschaftliche Beschleunigungswinkel zweiter Ordnung: 

y' = {AB, A'^'B*") = {BQ 5'"C"') = . . . 
wird bestimmt durch die Gleichungen: 

d" _ «'' _ A"*B*'* _ B''*C"* _ 
■^osT^ ~ Imy^ "" AB ~ BC ^^^ 

Dieser Winkel kann alle GroBen annehmen, da die Werte von 6** 
und «" positiv und negativ sein konnen. Demgegcniiber erinnern 
wir daran, dafl der Oeschivindigkeitsivinkel y einer starren Strecke 
gleich 90^ Oder gleich 270^ ist, und dafl der Winkel y* der Be- 
schleunigungen erster Ordnung an die Bedingung 

90O < / < 270O 
gebunden ist. 

Aus dem Vorstehenden ergibt sich, dafi der Plan der Be- 
schleunigungen zweiter Ordnung R**' A"* B*" C*'^ , . . fur eine starre 
Punktgruppe ABC... gebildet werden kann, wenn aufier den 

Grofien ca, -=—, ,^ noch die Beschleunigung zweiter Ordnung J2'''JB'" 

irgend eines Punktes B der Gruppe bekannt ist. Denn die Be- 
schleunigung zweiter Ordnung Ii'**C"* irgend eines anderen 
Punktes C bildet die geometrische Summe aus B**' B*" und der 
relativen Beschleunigung B"* C*" des Punktes C gegen B. B'*' ist 
also der Pol des Beschleunigungsplanes. Der im Lageplan durch 
die Bedingung 

RABC ...;s^ R'^'A^^'B'*' C"' . . . 

bestimmte Pol R ist der einzige Punkt der bewegten Ebene ABC, 
dessen Beschleunigung zweiter Ordnung zur Zeit t gleich null ist. 
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Fiir jeden Punkt A ergi)Dt sich die durch die Strecke AA^ dar- 
gestellte Beschleunigung zweiter Ordnung aus den Gleichungen: 

^^2 sin (RA, AA2) = io**RA ] 

^ "^ ' (46) 



.} 



AA2 cos (RA, AA2) = d'*RA 



14. Der Plan der Beschleunigungen zweiter Ordnung 
eines ebenen Getriebes. Es erscheint zweckmafiig, an dieser 
Stelle die nahe Verwandtschaft hervorzuheben, die in betreff ihrer 
Entstehung zwischen dem Geschwindigkeitsplan und den Be- 
schleunigungsplanen eines Getriebes zu bemerken ist. 

Der Geschivindigkeitsplan kann gebildet werden, wenn auBer 
dem festgestellten Gliede die Drehgeschwindigkeit eines Gliedes be- 
kannt ist. Dem Bildungsgesetz liegt die Bedingung zugrunde, daB 
die Dehnungsgeschwindigkeit eines starren Stabes gleich null ist. 

Der Plan der Beschleunigungen erster Ordnung kann gebildet 
werden, Wenn auBer dem Geschwindigkeitsplan noch die Dreh- 
beschleunigung erster Ordnung fur ein Glied gegeben ist. Dem 
Bildungsgesetz liegt eine ahnliche Bedingung zugrunde: Die Deh- 
nungsbeschleunigung eines jeden Stabes im Getriebe ist gleich dem 
negativen Quadrat seiner Drehgeschwindigkeit; sie ist also bestimmt 
durch den Geschwindigkeitsplan. 

Um endlich die Beschleunigungen snveiter Ordnung bilden zu 
konnen, mufi auBer den Geschwindigkeiten und den Beschleunigungen 
erster Ordnung noch die Drehbeschleunigung zweiter Ordnung fiir 
ein Glied gegeben sein; dann ist fiir jeden Stab des Getriebes die 
Dehnungsbeschleunigung zweiter Ordnung bekannt: sie ist gleich 
dem negativen dreifachen Produkt aus der Drehgeschwindigkeit des 
Stabes und seiner Drehbeschleunigung erster Ordnung. 

Es wird demnach geniigen, die Bildung eines solchen Planes 
an einem Beispiel zu erklaren. 

Beispiel 9, Fur das gefiihrte Glied BCD des in den Abb. 41 
und S3 dargestellten Getriebes moge gegeben sein: 

<a=: — 1,17 sek-i 
dco 



dt 



= ft)' = — 1,18 sek-2 



|^ = -2,64sek-3. 

If ohr: Abhandl. a. d. Gebicte d. technischen Ifecfaanik. ^0 
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In den Abb. 42 und 43 sind die Geschwindigkeiten und Be- 
schleunigungen erster Ordnung in den normalen Mafistaben dargestellt. 
Das nachstehende Verzeichnis enthalt die aus jenen Abbildungen 



m Awa^ 




L. Abb. 53. 



entnommenen Werte der Stablangen a, der Geschwindigkeiten ao), 
der Beschleunigfungen aw' und die hieraus berechneten Werte von 

ad** = — Zacoca*. 



Stab 


a 

cm 


cm»ek~^ 


am* 

a 

cm sek 


aif" 
cm »ek~' 


BD 


173 


202 


204 


715 


AF 


108 


156 


246 


1066 


FD 


250 


132 


175 


277 


CO 


190 


— 172 


180 


489 


EG 


140 


106 


— 132 


300 



Der in -^ der normalen Grofie, also in dem Maflstabe 


1 cm = 300 cm sek~» 

dargestellte Beschleunigungsplan zweiter Ordnung, Abb. 54, ergibt 
sich aus den folgenden Bedingungen: 

B***d = — 115 cm sck'\ 
folglich wegen des negativen Vorzeichens: 

(BD, B"*d) = im^. 

dD*" = a(^ — (A = 173 (- 2,64+1.17*) = -180 cm sek-^ 
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folglich wegen des negativen Vorzeichens: 

(BD, dD''*) = 270O. 
-4^'Y=: — 1066cmsek-», 



daher 



daher 



daher 



daher 



(AF, A'''f) = 180O. 
JD'"/l=i — 277cmsek-8, 

(DF, D'^Yi) = 180O. 

^iii Qiuj)»it BCD, I)'"E'"F"' p^ DEF. 
C*''g = — 489 cm sek~», 

(CG, G**'g) = 180O. 
E'^^gi = — 300 cm sek-8, 



{EO, E'^'gO = 180O. 
gG''* ± C'^'g, gi G*'* JL E*"gi. 

15. Die Kriimmung der Bahn und der Bahnevolute 
eines mit einem Getriebegliede starr verbundenen Punktes. 

Nachdem fiir irgend eine Beweg^ung 
des Getriebes, d. h. bei willkiirlicher 
Wahl der Drehgeschwindigkeit und 
der Drehbeschleunig^ngen des ge- 
fiihrten Gliedes, die Plane der Ge- 
schwindigkeiten und der Beschleuni- 
gungen erster und zweiter Ordnung 
gebildet worden sind, konnen die 
Kriimmungshalbmesser der Bahn 
und ihrer Evolute fiir jeden mit 
einem Getriebegliede starr verbun- 
denen Punkt nach den Gleichungen 
34) und 37) ermittelt werden, in- 
dem man die algebraischen Werte 
der vier Grofien v, n*, w', n" aus 
den Planen entnimmt. Ein Beispiel 
moge zur Erlauterung dienen. 

Beispiel 10. Das Gelenk G des Getriebes Abb. 41 und 53 hat 
die durch die Strecken P' G' und Gg' dargestellte Geschwindigkeit 




v = P* G'±Gg', Abb. 42 und 55, 



10* 
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ferner die Beschleunigung erster Ordnung 

V' = Q" 0''±0g'*, Abb. 43 und 55, 

und die Beschleunigung zweiter Ordnung 

v" = B'*\G'''±Gg''\ Abb. 54 und 55. 

V ist in dem Mafistabe 1 cm = 100 cm sek - * 
V* „ „ „ „ 1 cm 1= 100 cm sek — * 

r'' „ „ „ „ 1 cm z= 300 cm sek-' 

dargestellt. Mit Beriicksichtigung dieser MaBstabe entnimmt man 
aus Abb. 55: 

Gg' = v = — 280 cm sek- 1 
Oh'' = u' = — 310 cm sek-2 
j^iigii _ ^i _ _^ 270 cm sek - 2 
j^ingiii _ jj/i _ _|_ 350 cnj sek -8. 

V und 14' sind negativ, well die Winkel 

(v, n') =. (f«', n') = 270O 

sind, n** ist positiv, weil der Sinn von n" mit dem von n' iiberein- 
stimmt. Nach den Gleichungen 34) und 37) ist also 



^iJ: = r=i-^ = 290cm 



und 



jrnr oon f 280 • 850 . o 310\ . .^ 
KM= r. = 290 (^ ^tO^- + 3 -^.^j = + o2 



cm. 



Da rj positiv ist, so ist der Winkel 

{KM, OK) = {rur) — dO^. 

16. Die geometrische Bewegung einer Ebene. Die 
Kriimmungen der Bahnen und der Bahnevoluten aller Punkte einer 
bewegten Ebene werden fur einen gegebenen Zeitpunkt bestimmt 
durch die Lage der drei Pole P, Q, R und durch die drei Grofien 

«, -vTi -^a • Fiir eine zwangldufige Bewegung, die z. B. von einem 

Getriebegliede und von der starr mit ihm verbundenen Ebene aus- 
gefuhrt wird, sind die Bahnen der Punkte bestimmt und unabhangig 
von den genannten drei Grofien. Zu jeder Gruppe von willkiirlich 

gewahlten Werten «, -^-, -^^ gehort eine bestimmte Gruppie von 

drei Polen P, Q, B. Die hier in Betracht kommenden Beziehungen 
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nehmen ihre einfachste Form an, wenn man <a gleidi der poaitiven 

Zahleneinheit und -^ sowie -^-j- gleich null wahit Wir nennen diese 

Beweg^ng die geometrische Bewegung, weil die Zeit aus ihrer Be- 
trachtung beseitigt wird. Nicht nur die Geschwindigkeiten, sondern 
auch alle Beschleunigungen werden lediglich durch die Langeneinheit 
gemessen und konnen im MaSstab des Lageplans dargestellt werden. 
Fiir die geometrische Bewegung ist also 

■ (O =+1 
d' = — «» = — 1 

r* = 180O 

d" = — 3ai«' = 

U ^^«* 8 1 

ft) = — ,— « ft)^ zz: — 1 

yu _ 270O. 

Wenn die drei Pole P^, Qq, Rq der geometrischen Bewegung be- 
kannt sind, so bestimmt man fur jeden Punkt A der Ebene die 



(47) 




^O* 




•i'X 



Abb. 57. 



Geschwindigkeit v, die Beschleunigung erster Ordnung v' und die 
Beschleunigung zweiter Ordnung v^ durch folgende Beding^ungen, 
Abb. 56: 



Y =(Po^, lO = 90O, V =P,A 
/ = iQ,A, V) = I8OO r' =QoA 
y" = (RoA, t'O = 270O, v" = R^A. 



(48) 
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Durch den Geschwindigkeitsplan und die beiden Beschleuni- 
gungsplane eines Getriebes sind fur den Zeitpunkt der Betrachtung 
und fiir jedes Glied gegeben: die Lage der Pole P, Q, R und die 
algebraischen Wcrte der GroBen co, d', «', d", <a". Es ergibt sich 
also die Aufgabe, hieraus die Pole P^, Qq, S^ der geometrischen 
Bewegung zu bestimmen. Wir benutzen zu diesem Zweck ein 
rechtwinkiiges Koordinatensystem, Abb. 57, dessen Anfangspunkt 
mit P, dessen {/-Achse auch dem Sinne nach mit PQ zusammen- 
fallt, und dessen a;-Achse durch die Bedingung: 

(y, X) = 90O 

bestimmt ist. Der Geschwindigkeitspol Pq fallt auf den ruhenden 
Punkt der Ebene, also auf den Pol P. Wir bezeichnen die be- 
kannten Koordinaten der Punkte Q und It mit Xq, y^ und Xt, yi, 
ferner die unbekannten Koordinaten der Punkte Q^ und i^ mit 
^2 1 ^2 und Xs, t/8« J^'^ Gleichungen zur Bestimmung dieser vier 
unbekannten Grofien ergeben sich, indem man fiir zwei beliebige 
Punkte Ay B der Ebene nach Abschnitt 12 die Bedingungen bildet, 

dafl jede der beiden Grofien -— und ( — rr — 3 — r 1 in der geo- 

metrischen Bewegung denselben Wert haben mufi wie in der ge- 
gebenen Bewegung. Um diese Bedingungen tunlichst einfach zu 
gestalten, wahlen wir fiir den Punkt A die Koordinaten 



x = 0, y = yi 



und fiir den Punkt B: 



x = xu y 



= 0. 



Die Komponenten der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
dieser beiden Punkte haben die in dem nachstehenden Verzeichnis 
zusammengestellten Werte, deren Vorzeichen den Vorschriften des 
Abschnittes 12 entsprechen. 



i 
1 


Punkt A 


[ in der 


Punkt B 


in der 




gegebenen 


geometrischen 


gegebenen 


geometrischen 




Bewegung 


Bewegung 


Bewegung 


Bewegung 


V 


+ yi« 


+ 2/1 


1 


+ iCl 


«' 


(yi -2/o)«^ 


J/l — J/2 


flJiw^ + J/o^' 


Xt — oc^ 


1 


(yi — yo) «' 


+ 0C2 


^itt>' — yo^^ 


— 2/2 


n" 


— Xi co" 


+ ^ 


+ J/l«" 


— yj 
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Die bezeichneten Bedingungen lauten also fiir den Punkt A: 



X\y\ (0(0 



u 



<a' 



yi — y^ 
yi^z 



Sx^ 



(yi — y^y w* 

und fiir den Punkt B: 



CO' 



(yi — y^y yi — y2 



afl^m^ 



^i«^ + yo»' 



Xi — a^ 
xiyz 



(xi (»* + y© «')* ^1 «* + yo »' "" (p^i — 



Xi) 



2 



+ 



3yj 



Xi — X2 



(49) 



Beachtet man, daB nach den Gleichungen 17), 43), 45): 

<a' =: — (0* tg y' 

(o" = — 3(0(0* tgy"* =-^S(o^tgy*tgr" 

ist, so folgt aus den vorstehenden Gleichungen: 

X2 = yotgr' 

y% = yo 

^8 = 3 tg Y* (yi — y^^xi tg r") [ 

ys = 3 tg r' (yo tg r' — ^i — y\ tg /')- J 

Aus den ersten beiden Gleichungen ersieht man, daB der Be- 
schleunigungspol Q bei jeder Geschwindigkeit und Beschleunigung 
der Bewegung auf dem festen Kreise vom Durchmesser Pq Qq liegt, 
und dafi der Winkel (^Po, PoQo) gleich dem Beschleunigungs- 
winkel y* der gegebenen Bewegung ist. 

Fiir die folgende Darstellung der geometrischen Bewegung einer 

Ebene empBehlt es sich, ein Polarkoordi- 
natensystem, Abb. 58, anzuwenden, dessen 
Anfangspunkt mit dem PoIPq, und dessen 
feste Achse auch dem Sinne nach mit 
PqQIo zusammenfallt Wir bestimmen die 
Lage des Poles Q^ durch den Vektor 

ferner die Lage des Poles JS^ durch den 
Winkel 

*»• ^-"^ und den Vektor 




Abb. 58. 



-M) *n) *^0 > 
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endlich die Lage eines beliebigen Punktes Z der Ebene durch den 
Winkel 

und den Vektor 

Die Geschwindigkeit des Punktes Z hat, da o) gleich -}- 1 ist, die 

Grofle 

v = + z, (50) 

wahrend Richtung und Sinn durch den Winkel 

bestimmt sind. Die Beschleunigung erster Ordnung des Punktes Z 
hat GroBe, Richtung und Sinn der Strecke ZQq, weil 

und daher der Beschleunigungswinkel 

y' = 180O 
ist. Folglich ist: 

n^ z= ZA = PoA — PoZ=qo cos :-B \ 

Hierbei ist zu beachten, dafi auf der Bahnnormalen der Sinn des 

Vektors PqZ und auf der Bahntangente der Sinn von v das positive 

Vorzeichen tragt. Die Beschleunigung eweiier Ordnung des Punktes Z 

hat, weil 

&' — — ^(iiia'=0 

U ^^ 3 1 

/' =z 270 ^ 

ist, die Grofle 

v" = RoZ, 

wahrend Richtung und Sinn durch den Winkel 

{R^Z,v*') — 210^ 
bestimmt sind. Demnach ist 

n" = ZB= CBo — ro sin (^ — q). (52) 

Nach den Gleichungen 34) und 37) ergeben sich die Kriim- 
mungshalbmesser r, n der Bahnkurve und deren Evolute fiir den 
Punkt Z: 

r = u- (53) 

q^ cos ^—js 



r 



VCS'O COS f — £r)2 ' q^cosQ — zJ 
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Diese Formeln werden durch Abb. 59 geometrisch dargestellt. Man 
zieht im Kreise vom Durchmesser PqQ^ die Sehne QqX parallel 
zur Sehne PqZA, feraer die Gerade ZGEG normal zu PqZ. 
Die Gerade XC schneidet dann die Gerade P^Z im Kriimmungs- 

mittelpunkt K der Bahnkurve des 
Punktes Z] denn wegen Aehnlich- 
keit der Punktgruppen 

CPoZK^CQoEX 




ist 



ZK 
PoZ 



XE _ZK 

EQo li 



also 



Abb. 59. 



Jo COS f — 5' 

ZK=r, 

Man macht ferner 



zieht im Kreise vom Durchmesser Q^Ri die Sehne Ri Y parallel zu 
P^Zy dann XO parallel zu YZ, ZD parallel zu G^^ und macht KM 
gleich SJTD; dann ist M der Kriimmungsmittelpunkt der Bahn- 
evolute des Punktes Z\ denn es ist: 

jr=yroSin(C— ^), Z4 = Jo^^osf— xr 



^KM=KD = ZK^ 



='G 



^To^inCf— e) 



+ 



g'o sin f 



?o COS f 



^) 



KM=ru 

Wir entnehmen aus den Gleichungen 53) und 54) die folgenden 
Satze, wobei wir absehen von den Grenzfallen, in denen z. B. einer 
der drei Pole P^, Qq, B^ unendlich fern liegt, oder zwei von ihnen 
zusammenfallen. 

1. Der Pol Pq ist der einzige Punkt der Ebene, dessen Bahn 
einen Kriimmungshalbmesser von der GroBe null hat. 

2. Der Kriimmungshalbmesser r der Bahn hat fiir alle Punkte 
innerhalb des Kreises PoQo einen positiven, fur alle Punkte auBer- 
halb dieses Kreises einen negativen Wert. Im ersten Falle hat also 
die Strecke ZK den Sinn P^Z^ im zweiten den Sinn ZPq, Fiir alle 
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Punkte des Kreises PqQq ist r unendlich grofl; die Richtungen der 
Geschwindigkeiten aller dieser Punkte gehen durch den Pol Qq. 
Man hat den Kreis PqQq den WendeJcreis des Bewegungszustandes 
und den Punkt Qq den Wendepol genannt. 

3. Fiir alle Punkte der zu PoQo normal gerichteten Geraden PqF, 
Abb. 61, fallt der Kriimmungsmittelpunkt der Bahn mit dem Pol Pq 
zusammen. 

4. Bezeichnet K, Abb. 60, den Kriimmungsmittelpunkt der 
Bahn eines auf der Achse PqQq liegenden Punktes Z, und sind 
KKif QoQit ZZ\ die von den Punkten 

-K", Qo» Z auf eine durch Pq gehende Gerade 
gefallten Lote, so ist K\ der Kriimmungs- 
mittelpunkt der Bahn des Punktes Z\\ 
denn es ist 



ZK 



-P.Z' 



ZQ, 



ZiKt iP.Zii ZtQi = ZK: P^Z: ZQ,, 

folglich 



2 



^lifl^: 



PoZt 




ZiQi 

Die Bahnen aller Punkte des Kreises vom 

Durchmesser PqZ haben ihre Kriimmungsmittelpunkte also auf 
dem Kreise vom Durchmesser PqK. * 

5. Fiir alle Punkte des Wendekreises PqQq mit Ausnahme des 
Punktes P^ und des auf dem Kreise QqBi liegenden Punktes 0, 
Abb. 59, ist der Kriimmungs- 

halbmesser ri der Bahnevolute 
unendlich grofl (Gleichung 54). 

6. Die Punkte, deren Bahn- 
evoluten einen Kriimmungshalb- 
messer von der GroBe null haben, 
liegen auf einer Kurve dritter 
Ordnung PqOZ, Abb. 61, von 
der Gleichung: 

^ = 3gg sine cos C (553 

3 Jo sin C—rosm Q — q) 
(vergl. Gleichung 54). Jede durch 
Po gcl^gte Gerade schneidet 
diese Kurve zweimal im Punkte 
Pq\ den dritten Schnittpunkt Z, Abb. 61. 
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Abb. 64, bestimmt man durch die Gerade X YZ, indem man in den 
Kreisen PqQq, Qo-^i ^*^ Sehnen Q^X, RxY parallel zu PqZ zieht; 
denn wegen Aehnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke P^ZX^ 

QiZFist: 

P^Z:P^X=^Q^X'.Q^T 
oder: 

£r : Jo sm f z= q^ cos f : Jo sm ? ^ > ^ • 

Die zu QqJR\ parallel gerichtete Gerade PqO schneidet die Kurve 
in ihrem unendlich femen Punkte. 

Liegt der Punkt Bq auf der 
Geraden P^Qq (Abb. 62), ist also 
der Winkel q gieich null, so 
nimmt die Gleichung der Kurve die 
Form an: 

^ sin f 

Die Kurve zerfallt also in den Kreis 
PqZN vom Durchmesser 

und die unbegrenzte Gerade Pq-W, 
weil fiir ^ gieich null 






3 go' 



Abb. 62. 



jer = 







also unbestimmt wird. 

7. Der FuBpunkt des von Qq auf die Gerade Poi?o gefallten 
Lotes QqO, also der zweite Schnittpunkt der beiden Kreise PqQo, 

QoRi (Abb. 59 und 61) ist 
der einzige Punkt der Ebene, 
dessen Geschwindigkeit v mit 
seinen beiden Beschleunigungen 
v', t?" in einer Geraden, der 
Geraden OQo zusammenfallt, 
der also in drei aufeinander- 
folgenden unendlich kleihen 
Zeitabschnitten in einer Ge- 
raden sich bewegt. Fiir diesen 
Punkt ergibt Gleichung 54), 
ebenso wie iiir Po> einen unbe- 



T-Sio 




stimmten Wert von 



n 
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Wenn nicht die Pole der geometrischen Bewegung, sondern fiir 
irgend eine andere Wertgruppe oi, — vy- , , ^ die Pole P, Q, B und 

also die zugehorigen Beschleunigungswinkel y\ y" bekanrit sind, so 
bestimmt man den Punkt'O in folgender Weise (Abb. 63): Man 
zieht die beiden Geraden PA^ PB, die durch die Bedingungen: 

(QP, PA) = y'± 90O {RP, PB) = /' ± 90O 
bestimmt sind; ferner den Kreis PQ^ der die Gerade PA beriihrt, 
und den Kreis PR, der PB beriihrt. Der zweite Schnittpunkt der 
beiden Kreise ist der Punkt 0] denn die Geschwindigkeit v dieses 
Punktes ist, ebenso wie seine beiden Beschleunigungen v\ v'\ normal 
zur Geraden PO gerichtet. Da der Pol jBq auf der Geraden PPqO 
liegt, so kann man zur Bestimmung dieses Pols die vorstehende 
Konstruktion in Verbindung mit einer der beiden nach Gleichung 49) 
zu berechnenden Koordinaten x^t Vz anwenden. 

8. Im [Kurbelgetriebe ^ 

(Abb. 64) bewegen sich zwei 
Punkte Zi und Z^ auf Kreisen 
um die Mittelpunkte Ki , K^ 
und liegen also auf der 
Kurve PqOZ der bewegten 
Ebene (Abb. 61). Daher er- 
geben sich die Pole Po» 
Qo, jBo der geometrischen 
Bewegung in diesem Falle 
wie folgt. Der Pol Pq ist 
der Schnitt der beiden Ge- 
raden Ki Zif K^ Z^. Ferner 
wird der Pol Q^ bestimmt 
durch die Bedingungen, dafl 
die Projektionen Z\ A\y 
Z^A^ der Strecken Zi Qoj 
Z2Q0 auf die Geraden Zi Ku 
Z^K^ den Sinn dieser Strecken und die Groflen: 




Abb. 64. 



2 



Z,A,= 



PoZt 



ZoA'> = 



P0Z2 



Z\ Jm ^2 -fl^2 

haben miissen. 

Um darauf den Punkt R^ zu bestimmen, zieht man in dem 
Kreise vom Durchmesser P^ Qo die Sehnen: 

^o-Xi I PqZx, Qo^2 li PoZi. 



' 
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Abb. 65. 



Die Punkte Yi und Y2 sind die Schnitte der Geraden QoAu 
XiZi undQoA^t Z2-Z'2, undQo-BiistderDurchmesserdesKreisesQoriri. 

Endlich wird der Pol Rq 
bestimmt durch die Be- 
dingung 

(vergl. Abb. 59 und 61). 

Im Falle des Schub- 
kurbelgetriebes (Abb. 65) 
vereinfacht sich die Kon- 
struktion dadurch, daB die 
Punkte Ai und Fj mit Z2 
zusammenfallen. 

17. Die Kriimmung 
der Bahnen des Ge- 
schwindigkeitspols. Zur 
Zeit t moge der Geschwindig- 
keitspol der mit einem Ge- 
triebegliede starr verbunde- 
nen Ebene dieLage Pq haben. 
Dieser Pol beschreibt in der ruhenden Ebene die ruhende Polbahn 
CPqPiD (Abb. 66) und zugleich in der bewegten Ebene die bewegte 
Polbahn EAAxO. Zur Zeit t fallt der Punkt A der bewegten Ebene 
mit dem ruhenden Punkte Pq zusammen; die unendlich kleine 
Strecke AA\ dreht sich also urn A. Zur Zeit t -|- dt fallt der 
Punkt A\ der bewegten Ebene mit dem festen Punkt Pi zusammen, 
und AA\ dreht sich in diesem Zeitpunkt um Ax. Man ersieht 
hieraus, dafl die mit der bewegten Ebene EQ starr verbundene 
Polbahn EAAxQ auf der festen Polbahn GP^PiB roUt. In den 
Lehrbiichem werden diese Polbahnen benutzt, um die Bewegung 
darzustellen und insbesondere die Kriimmungen der Bahnkurven zu 
bestimmen. Es kommt daher in Frage, welche Beziehungen zwischen 
den Bahnen des Geschwindigkeitspols und den im vorigen Abschnitt 
benutzten Polen Pg , Qq, Ro der geometrischen Bewegung bestehen. 
Wir nehmen an, es sei gegeben: der Geschwindigkeitspol Pq, der 
Kriimmungsmittelpunkt F der festen Polbahn und der Kriimmungs- 
mittelpunkt B der bewegten Polbahn. Das positive Vorzeichen 
tragt auf der Polbahnnormalen BFPq der Sinn PP©, auf der Pol- 
bahntangente der durch die Bedingung 

(PPo, PoH) = 90O 
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bestimmte Sinn PqH. Der Kriimmungshalbmesser der bewegten 

Polbahn 

BPo = h 

hat demnach stets einen positiven Wert, wahrend der Kriimmungs- 
halbmesser 

positiv Oder negativ ist, je nachdem die beiden Polbahnen gleich 
Oder entgegengesetzt gekriimmt sind. In der geometrischen Be- 
wegung durchlauft die 
Ebene in der Zeit dt 
den Winkel 

BAiBi = dt. 

Die Drehgeschwindig- 
keit r des Halbmessers 
FFq der festen Polbahn 
ergibt sich demnach aus 
der Gleichung 



PoPi 

BBx 
FB 



=^T dt =■ 



b dt 



b-f 



b-f 



(57) 




Abb. 66. 



Die Drehgeschwindig- 
keit T hat den posi- 
tiven Sinn derUhrzeiger- 

bewegung, wenn algebraisch b grofler als f ist. Der Pol Pq ver- 
schiebt sich mit der Geschwindigkeit 



^ bf 

p = fT = 



(58) 



und zwar im Sinne PqH oder in dem negativen Sinne HPot je 
nachdem f und r gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Der Pol der Beschleunigungen erster Ordnung fallt mit dem 
Punkte Qq der bewegten Ebene zusammen, dessen Geschwindigkeit 
zur Zeit t nach Grofle, Richtung und Sinn mit der Verschiebungs- 
geschwindigkeit fv von Pq iibereinstimmt, der also in der Zeit dt 
den Weg 

QoQi±PoPi = fr dt 
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zuriicklegt; denn die Geschwindigkeit dieses Punktes Q^ andert 
in der Zeit dt weder ihre Richtung noch ihre Grofle, weil die Dreh- 
geschwindigkeit der Ebene die unverdnderliche GroBe -[- 1 hat. Der 
Pol Qq liegt daher auf der Polbahnnormalen, und die Strecke PqQo 
hat die dlgebraische Grofle 

P^Q^=p = fr=—tj. (59) 

Die Strecke PqQo ^^^ ^^^ positiven Sinn BP^^ wenn f und t gleiche 
Vorzeichen tragen. 

Der Pol der Beschleunigungen zweiter Ordnung fallt mit dem 
Punkte jR^j der bewegten Ebene zusammen, dessen Geschwindigkeit 
zur Zeit t nach Grofle, Richtung und Sinn mit der noch unbekannten 
Verschiebungsgeschwindigkeit q des Poles Qq iibereinstimmt, der also 
in der Zeit di den Weg 

zuriicklegt; denn die Beschleunigung erster Ordnung von jBq wird 
zur Zeit ^ nach Grofie, Richtung und Sinn durch die Strecke R^Q^ 
und zur Zeit ^ -|- c2^ durch i^sQs dargestellt; sie andert in dieser Zeit 
also weder ihre Grofle noch ihre Richtung. Der Punkt B^ wird 
demnach bestimmt durch die Bedingungen: 

(PoiZo, 3) = 900, P^R^-q. 

Der Punkt Q^ verschiebt sich auf der Polbahnnormalen; seine 
Geschwindigkeit q setzt sich also zusammen aus der Geschwindig- 
keit q sin (i, q) des mit ihm zusammenfallenden Punktes der Pol- 
bahnnormalen und einer Verschiebungsgeschwindigkeit q cos (6, q) 
von der Richtung dieser Normalen. Die erstgenannte Komponente 
ist zur Polbahntangente parallel gerichtet und hat die algebraische 
Grofle 

q sin (6, q) =z FQq t = /*(! +0 r. 

Da der Winkel 

(6, q) = (i, PoRo) + 90O 
ist, so ist 

q sin (6, q) — PqRq cos (i, PqRq) = f(l -f ^» 

d. h. die Projektion PqR der Strecke PqRq auf die Polbahnnormale 
hat die algebraische Gf5fle 

PoP = /-t(1+t). 
Daher ist 
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Die zweite Komponente der Geschwindigkeit q oder die Ver- 
schiebungsgeschwindigkeit des Punktes Q^ auf der Polbahn- 
normalen P^Q^ hat die GroSe 

qcos(J),q) = ^, 

weil die veranderliche Strecke PqQq gleich p ist. Durch Diffe- 
renzieren des Wertes von p aus Gleichung 59) folgt: 

Die Geschwindigkeiten -^ und -^, mit welchen die Kriim- 

mungshalbmesser der festen und der bew^lichen Polbahn ihre 
Langen andern, konnen bestimmt 
werden, wenn die Kriimmungs- 
halbmesser 

fi=FFt und bt=BBi 

(Abb. 67) der Evoluten dieser 
Bahnen gegeben sind. Wir legen 
den Strecken FFi und BBi das 
positive Vorzeichen bei, wenn sie 
den Sinn PqH haben. Die Dreh- 
geschwindigkeiten der beiden Halb- 
messer / und b haben in posi- 

tiven;! Sinne die Werte —^ und —-; 

f 

daher ist 



df=-f,^.dt^- 



ifi 



und 



f 



h-f 




dt und d6 = — hi'^dtzzz — 



h-r 



BR, = q cos (6, q) = -^l^^4^- 



(61) 



(62) 



Wir entnehmen aus den Gleichungen 57), 59), 60) die fol- 
genden Beziehungen: 

^^_BPo _PoQo __ QqH _ BQo _ BR 
BF - F~P, -FoQo~ BP, - BQo 
und 

BFiBPoi BQq :BR=1:t:t^:t\ (63) 

In dieser geometrischen Reihe sind je zwei aufeinanderfol- 
gende Strecken dem Sinne nach gleich oder entgegengesetzt, je 
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nachdem t positiv oder negativ ist. Die geometrische Bedeutung 
der vorstehenden Gleichungen wird durch Abb. 66 dargestellt. Tragt 
man die drei gleich grofien und gleich gerichteten Strecken FF^, 
-Po^2» Q0C2 2i"fj so schneiden sich die drei Geraden Pf^F^t QoP*2t 
RQ2 in einem Punkte B^ der zu FF^ parallel gerichteten Geraden BBi, 

Sind von den flinf Punkten B, F, Pq, Qq, R entweder B, F^ P^ 
oder Pq, Qq, R bekannt, so konnen hiernach die beiden anderen 
Punkte bestimmt werden. Es ist aber zu beachten, daS durch die 
drei Punkte P, F, P© wohl der Punkt P, nicht aber der Pol R^ be- 
stimmt wird. Zur Bestimmung der Kriimmungsmittelpunkte der 
Bahnevoluten geniigen also nicht die drei Punkte P, P, P^, wohl 
aber die drei Pole Pq, Qi), i^o- 



Bll» 



18. Beispiele zum Abschnitt 17. 

Beispiel L Auf dem festen Kreise PqH, Abb. 68, rollt die 
Gerade NPq, mit welcher der Punkt Z starr verbunden ist. Es 
sind die Kriimmungshalbmesser ZK und KM der Bahnkurve des 
Punktes Z und ihrer Evolute zu bestimmen. 

Durch vorstehende An- 
gaben sind g^eben: Die 
Kriimmungshalbmesser der 
Polbahnen und ihrer Evoluten: 

b = P^B = oo, f=FPo, 

Nach den Gleichungen 
57) bis 61) ist also 

PoQo = fT= + f=:FPo 

QoR = fT^ = '^f=FPo 

^^ — (ft _ ^3 = 0. 

Folglich ist 

PoRo=2f=2FPo 
und 




Abb. 68. 

Uohr: Abhandl. a. d. Geblete d. techulscheu Hechauik. 



PoPl Q~ PPo- 

11 
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Nachdem die Kreise PoQo, QoRi aufgetragen sind, zieht man nach 
Anleitung der Abb. 59: 

QoX\\BiY\\PoZ 
ZCEO J. PfsZ 
XO II ZT. 



Jiitoli/f 



Die Gerade XCK bestimmt den Knimmungsinittelpunkt K der Bahn 
des Punktes Z, Man zieht dann 

KD J. PoZ, ZD II GA 

und bestimmt nach der Bedingung 

KM= 3 KD 

den Kriimmungsmittelpunkt M der Bahnevolute. 

Beispiel 8. Die drei Punkte Z, Zu Z^ in Abb. 69 sind mit- 
einander starr verbunden; Z\ und Z^ bewegen sich auf zwei zu- 
einander recht- 
winklig gerichte- 
ten Geraden FZu 
FZt. Zu be- 
stimmen sind die 
Kriimmungshalb- 
messer KZ und 
MKAtx Bahn des 
Punktes Z und 
ihrer Evolute. 

Der Pol Po 
ist der Schnitt 
der beiden Ge- 
raden 

ZiPo ± Z^F 
Z2P0 JL Z2F, 

Der Pol Qo fallt auf den festen Punkt F, weil die Be- 
schleunigungen ZiQof Z^Qo der Punkte Zu Z2 die Richtungen ihrer 
geraden Bahnen FZi, FZ2 haben miissen. 

Bei der Bewegung der Ebene ZZ1Z2 andert sich weder die 
Lange 

FFo =■ ZiZ^, 
noch die Lange 

FS ^=^ -TT- Zi Z^' 




M 



Abb. 69. 
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Daher ist der Kreis vom Halbmesser FPq die feste^ und der Kreis 
vom Durchmesser FPq die bewegte Polbahn. Demnach ist 

BPo = Y ^^0 Oder l>=~f 

und 

bi = fi = 0. 

Die Gleichungen 57), 60), 61) ergeben htemach: 

' .= -1 



und 



b-f 



Es fallen also zusamroen: die Punkte JRo und jR| mit P^ und der 
Kreis QqRi mit dem Kreise Q^^Pq. Die Konstruktion der Abb. 69 
gestaltet sich nun, wie folgt: 

Q^EX\\P^ZKA 

ZCE A. PqZ. 

Die Gerade XC bestimmt dann durch ihren Schnitt mit P^Z den 
Kriimmungsmittelpunkt K der Bahn des Punktes Z. Da die beiden 
Kreise Qf^Ri und QqP^ sich decken, so fallt der Punkt Y mit A 
und O mit E zusammen (vergl. Abb. 59). Um den Kriimmungs- 
mittelpunkt M der Bahnevolute zu bestimmen, ist also nur noch 

KD JL PoZ 

ZD II EA 

zu Ziehen, und darauf 

EM=3KD 
aufzutragen. 

Beispiel 3. Wenn fiir zwei Punkte Zi , Z^ der bewegten Ebene 
(Abb. 70) die Kriimmungsmittelpunkte Ki,K2tMi,Mi der Bahnen 
und der Bahnevoluten gegeben sind, so konnen unabhangig von- 
einander die Pole Pq, Qo»-Ro ^^^ geometrischen Bewegung und die 
Kriimmungsmittelpunkte jB, F der bewegten und der festen Polbahn 
in folgender Weise bestimmt werden. 

I. Die Pole Pq, Qq^ Rq. Die Bestimmung der Punkte P^, Q^^ 
wurde bereits im Abschnitt 16, 8 beschrieben: Pg ist der Schnitt- 
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punkt der betden Geraden ZiKi, Z^Kt, und um Q^ zu bestimmen, 
sind die Strecken 



zai = 



PoZ] _ 216» _ 
ZZT - 432- - ^^ "^ 



im Sinne von Zi Kx , ^^ if^ aufzutragen und darauf die Geraden 

zu Ziehen. 

Um den Pol B^ zu bestimmen, berechnet man fiir jeden der 
beiden Punkte Z\ , Z^ nach Gleichung 54) die Strecke 



• /J. N 3 (go cos f — -2^) fn , w N .J 

ro sm (f — ^) = ^^^ ^ ^ jgy (go cost — i) - go sm f , 



B. Abb. 72. 




L. Abb. 70. 

also die Abstande des Punktes iZ^ von den beiden Geraden PqZx 
und Po -^2' Gegeben ist fiir den Punkt Z\ : 



165 

j?=:PoZi=:4-216cm 

r 1= ZiKi cos (PoZi, ZiKi) = — 432 cm 
ri = iTiJfi sin (Po^i. ZiJfi) = — 180 cm 
go cos f z= PoQo cos (PoQo. Po^O = + 108 cm 
go sin C^PoQo sin (P^Q^, PoZi) = — 222 cm; 
ferner fiir den Punkt Z^ : 

£'=Po^, 1=4-312 cm 

r = ZaJr, cos (PoZj, Z^K^) == 468 cm 
n = JTa Jfa sin (PoZ,, iTg Jfj) = + 144 cm 
?o cos f = PoQo cos (PoCo, Po^2) = + 104 cm 
?o sin f =:Po(2o sin (PoQo. Po^2) = + 224 cm. 

Setzt man diese gegebenen Werte ein, so ergibt sich fiir den 
Punkt Zi : 

To sin (f — ^) = — 312 cm 

und fiir ^2* 

Tq sin (f — ^) =11 -|- 406 cm. 

Da r© sin (f — ^) fiir den Punkt Zi negativ und fur Z^ positiv ist, so 
liegt Bq rechts von der Strecke PqZi und links von der Strecke PqZ^. 
Demnach wurden 

(PoZi. PoC,)= 90O. PoCi=312cm 

(Po^,, PoCO = 2700. PoCa = 406cm 

aufgetragen und dann die Geraden 

C\Rq _l PqCi, C^Rq 1. PqC^ 
gezogen. 

2. DiePunJcteBundF. ManbildetdasGetriebeJlfi jBriZi-^2-Ka3/i 
aus den sechs Gliedem M^M^, M^Ki, M2K2, KiZu ^^Z^, Z^Z^y 
die in dieser Reihenfolge mit den Nummern bis 5 bezeichnet 
sind. Das Glied ruht; die Glieder 1, 3 und 2. 4 sind durch 
Schieber miteinander verbunden. Die Stabe 3, 4 sind an ihrer 
Kreuzungsstelle durch zwei Schieber gefuhrt, die durch ein Gelenk P© 
miteinander verbunden sind. Wenn die Gelenke Zi, Z^ auf ihren 
gegebenen Bahnen gefuhrt werden, so beschreibt das Gelenk P© die 
feste Polbahn des Gliedes 5, also der Ebene ZiZ^. Zur Bestimmung 
des Kriimmungsmittelpunktes F dieser Polbahn sind demnach nur 
die Geschwindigkeit p und die Normalbeschleunigung fif des Ge- 
lenkes Pq erforderlich. Wir erteilen dem Gliede 5 die geometrische 
Bew^^ng, setzen also seine Drehgeschwindigkeit gleich -j" 1» seine 
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Drehbeschleunigung gleich null. Im Geschwindigkeitsplan, Abb. 71, 
ist hierdurch die Strecke Z'l Z'9 bestimmt durch die Bedingungen: 

(Zi Z^ , Z iZ 2) ^^ 9^ » z I Z 2 ^^^ z^ z^* 

Die Punkte J^,, K^ der Stabe 3, 4, die zur Zeit t mit den Kriimmungs- 
mittelpunkten K^ , K^ zusammenfallen, ruhen in diesem Zeitpunkt. 
Die Punkte iT'j, K*^ fallen also mit dem Pol 0' des Geschwindig- 
keitsplans zusammen und werden durch die Bedingungen: 

Z\0*jlZ,K^, Z^O'jlZ^K^ 

bestimmt. Die Geschwindigkeit (yP\ des Gelenkes Pq kann zerlegt 
werden in die Geschwindigkeit O'P'j des vom Gelenk Pq gedeckten 
Punktes Pj des Stabes 3 und der Geschwindigkeit P'j P'o, womit 
der Schieber auf dem Stabe 3 sich bewegt. Sie kann ferner zer- 
legt werden in die Geschwindigkeit O'P'4 des vom Gelenk ge- 
deckten Punktes P^ des Stabes 4 und der Verschiebungsgeschwindig- 
keit P\ P*Q des Schiebers auf diesem Stabe. Demnach wird die 
Polgeschwindigkeit 

p = 0'P'o 
bestimmt durch die Bedingungen: 

K^^P*iZ\ K^P^Zi 

£ ^P ^Z 2 ^ -B-4 Pi Z2 
P'sP'o II -Ki^i, P\P*o II ^^Z^. 
Wie oben gezeigt ist (Gleichung 59), bestimmt die Polgeschwindig- 
keit p die Lage des Beschleunigungspols Qq im Lageplan : 

(PoQo, O'P'o) = 900 PoQo = (yP'o =P' 
Im Beschleunigungsplan, Abb. 72, ist, da die Drehbeschleunigung 
des Gliedes 5 gleich null ist: 

\Zi Z2 » Zi Z2) ^^^ 180 , Zi Z2 ^^^ Zi Z21 
und der mit 0" bezeichnete Pol ergibt sich aus der Bedingung: 

O^'ZiZi^QoZ^Zi. 
Die Beschleunigung des von Ki gedeckten Punktes K^ lafit sich nach 
dem zweiten Verfahren des Abschnittes 9, jedoch einfacher noch 
durch folgende Ueberlegung ermitteln. Zur Zeit t ruht der Punkt K^ ; 
zur Zeit t-\-dt ist der Punkt J des Stabes Beriihrungspunkt der 
Evolute, und die Strecke K^J hat die Lange 

(y Z* 

K^J^^ MiKi • ^ ^ dt, 

0* Z* 
da der Stab 3 in positivem Sinne mit der Drehgeschwindigkeit -^f-^ 

sich bewegt. Die unendlich kleine Geschwindigkeit des Punktes K^ 
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hat zur Zeit t-^-dt demnach Richtung und Sinn der Strecke Mi Ki 
und die Grofie 

Daher hat die Beschleunigung 0" Ki des Punktes K^ zur Zeit t 
Richtung und Sinn von MiKi und die Grofie: 

O'Ki = M,K, {^y= 180 (!§)'= 45 cm sek-. 

Ebenso hat die Beschleunigung 0" Kt des von K^ gedeckten 
Punktes K^ des Stabes 4 Richtung und Sinn von M^K^ und die Grofie: 



''•«=^.^(E/)*=-(w)'=" 



cm sek-2. 



Die Beschleunigung CPo des Gelenkes P© wird nach Abschnitt 9 
bestimmt: 

jru Tyu rru ^^ V "D fZ 

Ji.^jrzZt\ ^ Jx^Jr^Zfi 

jru T>« r^u ^^ V T> 17 

(P'.P'o, P.'p,) = (P,Z„ P',Z',) = 90O 
P?p, = 2 P'jP'o^^ = 2 . 222 ^ = 222 cm sek-i* 

(P4P'o. PiPi) = (Pi-^a. P'4-^'2) = 90° 
P4>4 = 2 P'^P'o ^f^ = 2 . 224 ^-g- = 299 cm sek-^ 

l>3Po -L P?P3, P4P0 ± P4>4. 
Die Projektion 0"j? der Beschleunigung O^Po des Gelenkes V^ auf 
die Pohlbahnnormale BF hat die Grofie: 

n' = 0"i? = 146 cm sek-2. 

Der Kriimmungshalbmesser P^P der festen Polbahn hat den Sinn (y^p 
und nach Gleichung 34) die Grofie: 

f= P,F= —Qirf^ = i4g^ = 421 cm sek-^ 

Der Kriimmungshalbmesser b der bewegten Polbahn ergibt sich 
darauf nach Gleichung 59): 

. „ „ pf 248 . 421 ^„ 

«' = ^«^ = ^= 248^121= -^"•"- 
Da die Vorzeichen von f und 6 verschieden sind, so sind die beiden 
Polbahnen entgegengesetzt gekriimmt; PqB hat also den Sinn FPq. 
Die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der beiden 
Glieder i und 2 brauchten fiir den vorliegenden Zweck nicht be- 
stimmt zu werden. 



1 
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Zweiter Teil. 

Die Kinetik ebener Getriebe. 

19. Das Gesetz der Bewegung eines Getriebes. Im 
Abschnitt 10 dieser Abhandlung wurde ang^eben, wie die Be- 
schleunigungen aller Teile eines Getriebes auf geometrischem Wege 
bestimmt werden, wenn fiir den betreflfenden Zeitpunkt bekannt sind: 
der Lageplan, der Geschwindigkeitsplan und aufierdem die Dreh- 
beschleunigung eines Gliedes, das als das gefiihiie Glied des Getriebes 
bezeichnet wurde. Die zuletzt genannte Gi'ofie ist aber in der Regel 
nicht gegeben, sondern sie ist aus den auf das Getriebe einwirkenden 
Kraften K zu bestimmen. Das Prinzip d'Alemberts, das in Ver- 
bindung mit dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten zu diesem 
Zwecke benutzt werden kann, spricht aus, da£ die Arbeits- 
geschwindigkeit der Krafte K ebenso grofl ist wie die gleichzeitige 
Arbeitsgeschwindigkeit der Krafte 

die alien Massenpunkten m des Getriebes ihre Beschleunigungen v\ 
erteilen. Unter Arbeitsgeschwindigkeit einer Kraft K versteht man 
das Produkt aus der GroBe der Kraft und ihrer Schubgeschwindigkeit, 
d. h. der Projektion Vi cos (vi,K) der Geschwindigkeit Vi irgend 
eines Punktes der Kraftachse auf die Kraftrichtung (I, 12). Das 
Vorzeichen der Arbeitsgeschwindigkeit wird durch den Kosinus des 
Wtnkels (vi , K) bestimmt. Jenem Prinzip zufolge ist also fur jeden 
Zeitpunkt : 

2 Kvi cos (vi, E) = 2 Vvi cos (v^, 7), (64) 

wenn diese Summen auf alle Krafte K, V ausgedehnt werden, die 
bei der Bewegung des Getriebes Arbeit verrichten. Die Gleichung 64) 
enthalt das Bewegungsgesetz eines jeden Getriebes. 

20. Die Zerlegung der Bewegung des Getriebes. Die 
hier betrachtete und mit I bezeichnete Bewegung des Getriebes wird 
wahrend zwei unendlich kleiner Zeitteilchen bestimmt durch die be- 
kannte Drehgeschwindigkeit tan und durch die unbekannte Dreh- 
beschleunigung oi'ii des gefiihrten Gliedes i. Wir zerlegen diese 
Bewegung I in eine bekannte Bewegung 11 und eine unbekannte Be- 
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wegung m. In der Bewegung II hat das gefuhrte died i dieselbe 
Drehgeschwindigkeit wie in der Bewegung I: 

dagegen eine Drehbeschleunigung 

(o\^ = 0. 

Daher erhalt das gefuhrte died in der Bewegung III die Dreh- 
geschwindigkeit 

«,3 =0 

und die Drehbeschleunigung 

Wir bezeichnen in den drei Bewegungen I, II, III fiir einen 
Massenpunkt m des Getriebes die Geschwindtgkeiten mit Vj, Wj, Vj, 
die Beschleunigungen mit v\, v'^* v\ und haben zu beachten, dafi 
(lir jeden Punkt 

und 

ist. Da die Arbeitsgeschwindigkeit der Krafte mv'i und mv*^ zu- 
sammen so groQ ist wie die Arbeitsgeschwindigkeit der Krafte inv'^ 
so erhalt deichung 64) die Form : 

2mv*9V^ cos (r^, v^^) = 2Kvi cos (vi, K) — Stnv'^Vi cos (vj, r'^). (65) 
Die rechte Seite dieser deichung ist durch die gegebenen 
Groflen bestimmt; nur die linke Seite, d. h. die Arbeitsgeschwindig- 
keit der Krafte mv'j, ist abhangig von der unbekannten Dreh- 
beschleunigung (a\^ des gefuhrten Gliedes. 

21. Die Arbeitsgeschwindigkeit der Krafte mv'j,. Die 
Bewegung III ist eine Anfangsbewegung, d. h. im Anfang des in Be- 
tracht gezogenen unendlich kleinen Zettabschnittes dt ruht das Ge- 
triebe, weil (O13 gleich null ist. Am Ende dieses Zeitabschnitts hat 
das gefuhrte Glied i die Drehgeschwindigkeit 

a>\, dt = cd'ii dt, 

und ein Massenpunkt m, dessen Beschleunigung gleich v*^ ist, erhalt 

die Geschwindigkeit 

r, = r'3 dt. 
Daher ist 

v'i d^ : Vj = w'li dt : oa^^. 

Fiir jeden Massenpunkt ist also 

t' 3 = ^'i 77^' • (66) 

"'11 
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Die Beschleunigung v'. des Punktes m hat die BiciUung seiner 
Geschwindigkeit v^ in der Bewegung I und stimmt dem Smne nach 
mit ihr uberein, wenn die Drehgeschwindigkeit (a^^ und die Dreh- 
beschleunigung (a\^ des gefiihrten Gliedes gletche Vorzeichen haben. 
Sind diese Vorzeichen verschieden, so sind die Beschleunigungen v*^ 
den Geschwindigkeiten Vi dem Sinne nach entgegengesetzt. Dem- 
nach hat die Arbeitsgeschwindigkeit der Krafte mv'3 den algebraischen 
Wert 

Smv^^Vi cos (vy , v*^ = — ~2mvi^. (67) 

0)11 

Die unbekannte Drehbeschleunigung (a\^ des gefiihrten Gliedes 
ergibt sich aus den Gleichungen 65) und 67): 

2Kt\ cos(t;p K) — Smv'^v, cos{v^ , v'^) 

W 11 = W^i ^^; Q • (00) 

Die Summenwerte auf der rechten Seite dieser Gleichung miissen 
zunachst fiir jedes Glied des Getriebes und darauf durch Summierung 
fiir das ganze Getriebe berechnet werden. 

22. Die Sum me 2mv^^ fiir ein Getriebeglied, Durch 
den Geschwindigkeitsplan der Bewegung I des Getriebes ist die 
Drehgeschwindigkeit co des Gliedes und der Geschwindigkeitspol P 
seines Lageplans bekannt. Bezeichnet ^ den Abstand eines Massen- 
punktes m von der durch den Pol P gelegten Drehachse, so ist 

also 

Das Tragheitsmoment 2fm^ des Getriebegliedes in bezug auf 
seine Polachse P wird man in der Kegel vermittels des Tragheits- 
momentes mi^ in bezug auf die gleichgerichtete Schwerpunktsachse 
bestimmen. Bezeichnet man mit z den Abstand PS des Schwer- 
punktes S des Gliedes von seiner Polachse P und mit m die Masse 
des ganzen Gliedes, so ist nach Abhandlung III, 17: 

folglich 

2mt\^ = m (t* + ?) €o\ (69) 

23. Die Resultante F2 der Krafte mv'a fiir ein Getriebe- 
glied. Durch den Geschwindigkeitsplan und den Beschleunigungs- 
plan der Bewegung 11 ist fiir jedes Glied bekannt: die Dreh- 
geschwindigkeit cdj , die Drehbeschleunigung w'2 und der Beschleuni- 
gungspol Q des Lageplans. Wir erinnern daran, daB die Ge- 
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schwindigkeitsplane der beiden Bewegungen I und II iiberein- 
stimmen, weil oa^^ = 0)12 

ist. Wir nehmen ferner an, dafi das Getriebeglied in bezug auf die 
Bildebene symmetrisch geformt ist, so da& alle Massenpunkte des 
Gliedes in die Bildebene veriegt werden konnen. Die Lage der 

Massenpunkte wird in 
Abb. 73 auf ein recht- 
winkliges Koordinaten- 
system bezogen, dessen 
Anfangspunkt mit dem 
Schwerpunkt 8 des 
Gliedes , und dessen 
:c-Achse auch dem 
Sinne nach mit der 
Strecke 8Q von der 
Lange q zusammenfallt. 
Der Winkel (y, x) ist 
gleich 90 Grad. Der Ab- 
stand MQ des Massen- 
punktes M vom Be- 
schleunigungspol Q wird 
mit bezeichnet 

Nach Abschnitt 7 

setzt sich die Krafl mv'^ 

zusammen aus zwei 

Komponenten nigOD^^ und m^co's. Die erste hat Richtung und Sinn der 

Strecke MQt wahrend die Richtung MN der zweiten Komponente 

mit der Strecke MQ den Winkel 

(MN, MQ) = 900 Oder (MN, MQ) = 270O 
einschliefit, je nachdem die Drehbeschleunigung co'^ ^^ Gliedes 
einen positiven oder einen negativen Wert hat. Demnach ist, wenn 
die Projektionen der Kraft fnv*^ auf die Koordinatenachsen mit 
mv*x und wr'y bezeichnet werden (Abb. 73): 

mv'a: = wwa^ (g — ^) + mco'ay \. (70) 

mv*g = — mw^^y + mw'j (g — a) I 
Die zu den Koordinatenachsen parallel gerichteten Komponenten 
Vx und Fy der Resultanten Fa haben daher die GroBen 

Fx = Smv'x = ma>2^g \ 
Fy = 2mv^g = m(o*2Q )' 
wobei man beachten mufi, dafi 

2mx = 2my = 




Abb. 73. 



(71) 
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ist, weil der Anfangspunkt der Koordinaten auf dem Schwerpunkt 
des Getriebegliedes liegt. Die Gleichungen 71) sprechen aus, dlafi 
die Resultante Fa Richtung und Sinn der Beschleunigung v'2 des 
Schwerpunktes S und die Grofle 

Fj == m v*2 

hat. Die Lage dieser Kraft besttmmt man durch die Abszisse 

8 A = x^ 

ihres Schnittpunktes A mit der a;-Achse, und zwar vermittels der 
Momentengleichung in bezug auf den Schwerpunkt: 



Oder 



mco'jt^ 



i^ 



X^ = ——' (72) 



Man hat also, um auf geometrischem Wege den Punkt A zu be- 
stimmen, normal zu Q8 die Strecke 

SJ=i 
aufzutragen und J A normal zu QJ zu Ziehen. 

24. Die Arbeitsgeschwindigkeit der Krafte K und mv'^ 
bei reibungsloser Bewegung des Getriebes. Die auf ein 
starres Getriebeglied wirkenden Krafte haben dieselbe Arbeits- 
geschwindigkeit wie ihre Resultante. Da in Gleichung 68) die 
Arbeitsgeschwindigkeit der Krafte mv'j das negative Vorzeichen 
tragt, so sind fiir jedes Glied die auBeren Krafte K mit der 
gewendeten Kraft V^ zu ihrer Resultanten R zusammenzusetzen. Die 
Schubgeschwindigkeit r der Kraft R ist aus dem Geschwindigkeitsplan 
der Bewegung I zu entnehmen; sie ist positiv, wenn sie den Sinn 
von jR hat. Die Summe der Produkte Rr fiir alle Glieder des 
Getriebes bestimmt die Arbeitsgeschwindigkeit der Krafte £'und mv*^'. 

:SKvi cos (vuS) — 2mv*2Vi cos (vt.v'^) = 2Rr, (73) 

Es ist zu beachten, daB bei reibungsloser Bewegung des Gre- 
triebes die Gelenkkrafte, d. h. die Krafte, die in den Gelenken von 
den Gliedern aufeinander iibertragen werden, keine Arbeit verrichten, 
und dafi also diese Krafte bei der obigen Zusammensetzung nieht 
in Betracht kommen. 

Bei reibungsloser Bewegung ist die Beschleunigung to'n des 
gefiihrten Gliedes nach den Gleichungen 68) und 73): 

2Rr 

to 11 = M>ti -^ o- (74) 
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Abb. 75. 



25. Die Gelenkkrafte bei reibungsloser Bewegung 
eines Getriebes. Es moge zunachst an einem Beispiel der 

Rechnungsgang zur Be- 
stimmung der Gelenk- 
krafte beschrieben werden. 
Das in Abb. 74 darge- 
stellte Getriebe besteht 
aus sechs mit den Num- 
mern bis 5 bezeichneten 
Gliedern. Das ruhende 
Glied hat bei -B ein 
festes und bei A ein auf 
gegebener Bahn reibungs- 
los bewegliches Auflager. 
Die Stutzkraft A enthalt, 
da ihre Lage gegeben ist, 
nur^ineunbekannteGrofie, 
die Stutzkraft B dagegen 
zwei, etwa ihre Projek- 
tionen B^ und B^ auf 
zwei Koordinatenachsen. 
Nachdem die Drebbe- 
schleunigung (o'n des 
gefiihrten Gliedes i nach 
Gleichung 74) bestimmt 
worden ist, kann der Be- 
schleunigungsplan der Be- 
wegung I gebildet werden. 
Darauf kann man fiir 
jedes Glied i, 2, 3 . . . 
die gegebenen aufieren 
Krafte K mit den ge- 
wcndeten Kraften mv\ 
zu ihrer Resultanten 81, 
/S>. 5^3 . . . zusammen- 
setzen- Fiir das ruhende 
Glied besteht die Kraft 
So nur aus dem Gewichte 
des Gliedes, das seiner 
Kleinheit wegen hier ver- 
nachlassigt worden ist. 




Abb. 76. 
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Wir bezeichnen jede Gelenkkraft mit dem Buchstaben des 
Gelenkes und der Nummer des Gliedes: C^ bezeichnet demnach 
die Kraft, die vom Gelenkbolzen C auf das Glied 2 iibertragen wird. 

Nach dem Prinzip d'AIemberts befindet sich jedes dcr fiinf 
bewegten Glieder im Gleichgewicht unter Einwirkung der samtlichen 
auf das starre Glied wirkenden auBeren Krafte und der gewendeten 
Krafte fnv\. Diese Kraftegruppe besteht aus der Kraft iS und den 
auf das Glied iibertragenen Gelenkkraften. Die fiinf bewegten Glieder 
stehen also unter Einwirkung der folgenden fiinf Gleichgewichts- 
gruppen : 

^ /Si + A + Ci 

^ iS, + D, + i; } (75) 

r 

Das ruhende Glied befindet sich ferner im Gleichgewicht 
unter Einwirkung der Stiitzkrafte A, B und der gewendeten Gelenk. 
krafte A^ und f^ , d. h. der Krafte, die von den Gliedern 5 und i 
auf die Gelenke A und B iibertragen werden : 

0!Z^:|:5+f^4fBi. (76) 

Jede der sechs Gleichgewichtsbedingungen 75) und 76) wird 
ausgedriickt durch 3 Gleichungen, da die Gleichgewichtsgruppen aus 
Kraften bestehen, die in einer Ebene liegen und nicht in einem 
Punkte sich schneiden. Es ergeben sich demnach im vorliegenden 
Beispiel 18 Gleichungen zur Bestimmung der unbekannten Grofien. 
Wenn man die Massen der bewegten Gelenkbolzen C, D, E, -P, Gt 
vemachlassigt, so steht nach dem d'Alembertschen Prinzip jeder 
dieser Bolzen im Gleichgewicht unter den auf ihn einwirkenden ge- 
wendeten Gelenkkraften: 

= +h Ci -H- Cj 

= 4f Da -H-D. 

E: -H- ^s -H- JEd } (77) 

^ -H- i^4 +f i^6 
EH +h (?2 -H- 6?5. 

Diese 5 Gleichgewichtsbedingungen ergeben 10 Gleichungen, 
weil jede Gleichgewichtsgruppe aus Kraften besteht, die in einer 
Ebene liegen und in einem Punkte sich schneiden. Die Be- 
dingungen 75), 76) und 77) enthalten 12 Gelenkkrafte, jede mit 
zwei unbekannten GroBen, ihren Projektionen auf zwei Achsen, und 
die Stiitzkrafte A^ B mit zusammen drei Unbekannten. Vorhanden 
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sind demnach 2^ Unbekannte, denen 28 Gleichungen gegeniiberstehen. 
Eliminiert man die Unbekannten aus den Gleichungen, so bleibt 
tine Bedingung iibrig, die von den Kraften 8 erfiillt werden muB 
und in der Tat erfuUt wird; denn diese Bedingung ist identisch mit 
der Gleichung 64), welche bereits verwendet wurde, um die Krafte 8 
zu bestimmen. Sie driickt aus, dafi das ruhende Getriebe unter 
Einwirkung der auBeren Krafte 8 im Gleichgewicht sich befindet. 
Die folgende Untersuchung wird zeigen, daB die Berechnung der 
Gelenkkrafte nicht nur in dem vorliegenden Beispiel, sondem all- 
gemein eine bestimmte Aufgabe ist, abgesehen von besonderen 
Lagen, den sogenannten Totlagen des Getriebes. 

26. Die graphische Bestimmung der Gelenkkrafte bei 
reibungsloser Bewegung. Durch Anwendung der graphischen 
Statik kann die Bestimmung der Gelenkkrafte erheblich vereinfacht 
werden. Wir gehen aus von der Tatsache, daB das ruhendt Ge- 
triebe im Gleichgewichte sich befinden wiirde unter Einwirkung der 
gegebenen Krafte 81,8^^8^.. ., die von den Gliedern i, 2, 3 . . . 
aufgenommen werden, und den beiden unbekannten Stiitzkraften 
A und B. Man bestimmt zunachst diese beiden Stutzkrafte aus den 
Gleichgewichtsbedingungen der Gruppe 

Oe^ A d^ B :\: 8r :\: 8, ^ 8, :\: 8, d^ 8, (78) 

entweder durch Rechnung oder in bekannter Weise durch die 
Zeichnung. 

Man kann, ohne das Gleichgewicht des Qetriehes eu storen^ und 
ohne die Oelenkkrdfte sfwischen den Oliedern zu andem, jede der 
Krafte 8 durch zwei Krafte ersetzen, die durch Gelenke des be- 
treffenden Gliedes gehen. Diese Zerlegung: 

8, r= (£,) + ((7.) 

5i = (D,) + (^) J • (79) 

8, = (F,) + (A,) 

wird in den Abb. 74 und 75 dargestellt. Die Punkte H der 
Krafte 8, an denen die Zerlegung vorgenommen wird, konnen 
nach Belieben gewahit werden; die Wahl hat keinen EinfluB auf 
das Ergebnis der Konstruktion, d. h. auf die GroBen der Gelenkkrafte. 
Man kann ferner, ohne das Gleichgewicht des Getriebes zu 
storen, und ohne die Gelenkkrafte zu andern, aus jedem Stabe des 
Getriebes ein Stiick herausschneiden und dasselbe ersetzen durch die 
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beiden Stabkrafte, die von dem herausgeschnittenen Stiick auf die 
beiden anderen Stabteile iibertragen werden. Wir nehmen hierbei 
an, dafi der Stab gewichtslos ist. Die beiden Stabkrafte, z. B. Cd 
und Dc des Stabes CD, fallen also mit der Stabachse zusammen, 
sind gleich groB und dem Sinne nach einander entgegengesetzt 

Auf diesem Wege entstehen die Gleichgewichtsgruppen der 
Gelenke, d. h. Gruppen von Kraften, die in je einem Gelenk sich 
schneiden : 

= D, + (Da) + (DO + De + 2>i, 

= J5i+ (£Ji) + (E,) + Er ) (80) 

= (?c + 6?rf + Of :\^ Oa 

Die Kraftepolygone 5, (7, D, JS^, jP, ff, -4. dieser sieben Gleich- 
gewichtsgruppen sind in Abb. 75 gebildet worden. Das Polygon B 
besteht aus der Stiitzkrafl B, der Gelenklast (^B^) und den beiden 
Stabkraften Be und Ba. Nachdem die Stiitzkrafte A, B bestimmt 
und die Krafte 8 zerlegt worden, sind B und (BJ gegeben. Die 
beiden Stabkrafte Be und Ba werden durch das Kraftepolygon B 
bestimmt. Das Polygon C besteht aus der bekannten Stabkraft 

a = 4f Be, 

den beiden gegebenen Gelenklasten (C^), (C2) und den beiden durch 
das Polygon zu bestimmenden Stabkraften Cd und Cg. Das Polygon D 
besteht aus der bekannten Stabkraft 

Dc = ^ Cd, 
den gegebenen Gelenklasten (D2), (Dj) und den beiden durch das 
Polygon zu bestimmenden Stabkraften De und D . Das Polygon E 
enthalt die bekannte Stabkraft 

die beiden gegebenen Gelenklasten (^), (£4) und nur die eine un- 
bekannte Stabkraft JE/-. Es ergibt sich hier die erste Probe fiir die 
Richtigkeit und Genauigkeit der Zeichnung. Wenn bei Bestimmung 
der Krafte B, S^, 82, 8^, 8^ und beim Auftragen der Kraftepolygone 
Bf C, D keine Fehler vorgekommen sind, so mufl die Stabkraft Ef 
des Krafteplans zum Stabe EF des Lageplans parallel gerichtet sein. 
Das Kraftepolygon F besteht aus der bekannten Stabkraft 

j; = 4f Ef, 
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den g^ebenen Gelenklasten (J4), (F5) und den beiden durch das 
Polygon zu bestimmenden Stabkraften Fa und Fg. Das Krafte^ 
polygon O enthalt die drei bekannten Stabkrafte 

Oc^^Cg, Gd=-^Dg, Gf^-wFg 

und nur die eine unbekannte Stabkraft (?a. Hier ergibt sich die 
zweite Probe: die Stabkraft Q^ des Krafteplans mu£ zur Stab- 
achse GA des Lageplans parallel gerichtet sein. Das Polygon A 
endlich besteht aus lauter bekannten und gegebenen Kraften: der 
Stiitzkraft A, den Stabkraften 

Ai = -WBa, Ag=-WOa^ Af^M-Fa 

und der Gelenklast (^^5). 

Nachdem die Stabkrafte durch den Krafteplan, Abb. 75, be- 
stimmt worden sind, konnen die O^lenJcJcrafte ermittelt werden. 
Man betrachtet zu diesem Zweck die unter 75) verzeichneten Gleich- 
gewichtsgruppen der Getriebeglieder, schneidet aus jedem Stabe 
ein Stiick heraus und bildet dadurch aus jedem Gliede ebensoviele 
Gleichgewichtsgruppen, wie das Glied Gelenke hat. Da jede dieser 
Gruppen nur eine unbekannte Kraft, die Gelenkkraft, enthalt, so 
konnen die Kraftepolygone ohne weiteres in Abb. 75 gebildet 
werden. Urn diese Abbildung nicht mit Linien zu iiberladen, 
sind die bezeichneten Kraftepolygone in einer besonderen Abb. y6 
zusammengestellt worden. Zur Erklarung mogen folgende Be- 
merkungen dienen. Das Glied i befindet sich im Gleichgewicht 
unter Einwirkung der gegebenen Gelenklasten (JB^), (Cj) und der 
beiden unbekannten Gelenkkrafte -B^, C^, die von den Gelenken B 
und C auf das Glied i iibertragen werden. Schneidet man aus dem 

Stabe BC ein Stiick heraus, 
so entstehen die beiden 
Gleichgewichtsgruppen (Ab- 
bildung y6) 

= Ci4:(CJ + Ci, 
welche nur die beiden un- 
bekannten Krafte B^ und 
Ci enthalten. 

Das Glied 2 ist im 
Abb. 77. Gleichgewicht unter Ein- 

wirkung der zwei gegebenen 
Gelenklasten (C2), (fi^) und der drei unbekannten Gelenkkrafte 
Csf B^y G2 (Abb. 77). Wird aus jedem der drei Stabe des 

Mohr: Abhandl. a. d. Gebiete d. technisehea Mechanlk. 12 
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Gliedes ein Stuck herausgeschnilten, so entstehen die drei Gleich* 
gewichtsgruppen (Abb. 77) 

wodurch die drei Gelenkkrafte des Gliedes 2: C^, D%, O3 bestiromt 
werdea. In gleicher Weise entstehen zur Bestimmung der Gelenk- 
krafte D„ Es, Ei, Fi, Ft, Oi, Af die Gruppen: 

= (EO :\p Ef :\: E^ 

o=j; + r^j + ^4 } (81) 

= (F,) :^ Fa :\: F„ :^ F, 

^ Gf :\: Oa t On 

m Ag :^ Af :^ (AJ :^ A,. 

Die Abb. 76 enthalt die Kraftepolygone aller dieser Gleichgewichts- 
gruppeiL 

27. Die inneren Krafte eines Getriebegliedes. Nach 
dem Prinzip d'Alemberts befindet sich jeder kleinste Teil eines be- 
wegten Korpers von der Masse m und der Beschleunigung v\ im 
Gleichgewicht unter Einwirkung der von diesem Teile aufzu- 
Etehmenden auBeren und inneren Krafte in Verbindung mit der 
gewendeten Kraft mv\. Um die inneren Krafte eines Getriebegliedes 
in einem bestimmten Zeitpunkt der Bewegung zu ermittein, versetzt 
man also das Glied in den Ruhezustand, laBt auf dasselbe ein- 
wirken: die gegebenen auBeren Krafte JST, zu denen auch die Gelenk- 
krafte gehoren, ferner die gewendeten Krafte mv'i der kleinsten 
Korperteile und verfahrt im iibrigen nach den Regein der Festig- 
keitslehre. 

29. Die Gelenkreibung und ihr Einflufi auf die Be- 
schleunigung des Getriebes. In der Gleichung 74) fiir die 
Drehbeschleunigung des gefiihrten Gliedes i : 

SRr 

wurde die Arbeitsgeschwindigkeit der Gelenkreibungen vernach- 
lassigt. Jeder Bewegungswiderstand vermindert die kinetische 
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Energie des Getriebes. Er bewirkt also stets eine Verroinderung 
nicht des algebraischen, sondern des numerischen Wertes der Drefa- 
geschwindigkeit oon des gefiihrten Gliedes. Bezeichnet SA die 
Summe der positiven Werte aller Arbeitsgeschwindigkeiten der Be- 
wegungswiderstande, so ist demnach der berichtigte Wert der Dreh- 
beschleunigung: 

'"■■■) -..{^?^)- 

Das Gesetz der Reibung ist nur unvoUkommen bekannt. Ge- 
wohnlich wird angenommen, dafi der Reibongswiderstaxid das Pro- 
dukt bildet aus der Gelenkkraft imd dem durch Versuche zu er- 
mtttelndei): Reibungskoeffizienteii f. Die Arbeitsgescfawiadigkeit des 
Widerstandes ergibt sich dann durch Multiplikation des Wider- 
standes mit der relativen Geschwindigkeit der beide» reibenden 
Flachen. Hierbei kommt Cerner in Betracht, ob das Gelenk einfach 
Oder doppeit ist. 

Ein emfaehes Gelenk, z. B. das Gelenk J^ im Getriebe Abb. 50, 
verbindet zwei Glieder 4 und 5 miteinander. Die beiden Gelenk- 
krafte sind von derselben positiven GroBe 

Sie erzeugen an der Oberflache des Gelenkzapfens vom Durch- 
tnesser d einen Reibungswiderstand von der positiven GroBe fF^* 
Ist die Drehgeschwindigkeit (O4 des Gliedes 4 algebraisch grofier als to^^ 

so ist -^ d (C04 — ft>5) der positive Wert der relativen Gesdiwindig- 

keit der beiden reibenden Flachen gegeneinander. Demnach hat 
die Arbeitsgeschwindigkeit der Reibung fiir das einiache Gelenk F 
den positiven Wert: 

A-—fF^d (C04 — cog). (83) 

Ein Doppelgelenkf z. B. das Gelenk K in Abb. 50, verbindet 
drei Glieder 6, 7, 9 miteinander. Der Gelenkzapfen ist mit einem 
Gliede starr verbunden, und fiir die Grofle der Reibungsarbeit ist es 
nicht gleichgiiltig, welches Glied den Zapfen tragt; wir nehmen 
beispielsweise an, das Glied 7 trage den Zapfen, und algebraisch set 

W^ > CKI9 ^ £07. 

Das Doppelgelenk besteht also in diesem Falle aus zwei ein- 
fachen Gelenken zwischen den Gliedern 6, 7 und 7, 9. Die Arbeits- 

12* 
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geschwindigkeit hat, wenn K^ und K^ die Gelenkkrafte der Glieder 6 
und 9 bezeichnen, folglich den positiven Wert: 

A=-^fd (JTe (we — c^?) + ^9 (^s — w?))- (W) 

Gelenke mit mehr als drei Gliedem kommen in den gebrauch- 
lichen Getrieben nicht vor und brauchen daher hier nicht bertick- 
sichtigt zu werden. 

30. Beziehungen zwischen der Anzahl der Glieder 
eines Getriebes, der Anzahl der Gelenke und der Stabe. 
Wir bezeichnen mit e die Anzahl der einfachen Gelenke eines Ge* 
triebes, mit d die Anzahl der Doppelgelenke, mit s die Anzahl der 
Stabe, mit g die Anzahl der Glieder und nehmen an, dafi etwaige 
Schieberverbindungen nach Anleitung des Abschnittes 5 durch Ge- 
lenke ersetzt worden sind. 

Um (c + d) Gelenke starr miteinander zu verbinden, sind 
2 (e -\- d) — S Stabe erforderlich. Wenn ein Stab einer solchen 
starren Verbindung beseitigt und ein zweiter festgehalten wird, so 
entsteht ein Getriebe. Daher ist 

8 = 2 (c + d) - 4 = 2 (c + d — 2). (85) 

Die Anzahl s der Stabe ist aUo stets gerade. In dieser Anzahl sind, 
wie aus den vorstehenden Angaben hervorgeht, auch die Stabe ent- 
halten, die zur starren Verbindung der ruhenden Gelenke erforder- 
lich sind. 

In den Betrachtungen des Abschnittes 26 dienten die 2 (e -{- d) 
Gleichgewichtsbedingungen der (e-{-d) Gelenke dazu, um die 
2 (<e -\- d) — 4 Stabkrafte und die 3 Komponenten der Stiitzkrafte, 
zusammen also 2 (c -f- d) — V unbekannte Groflen aus den gegebenen 
Kraften 8 zu berechnen. Diese Krafte S waren nicht unabhangig 
voneinander, sondern mufiten die von der Gleichung 64) ausgedriickte 
Gleichgewichtsbedingung erfullen, so dafl 2 (c -f- d) — 3 Gleichungen 
zur Bestimmung der 2(e-{-d) — 3 Stabkrafte zur Verfiigung standen. 
Aus den Stabkraften und den bekannten Gelenklssten ergaben sich 
ohne weiteres die Gelenkkrafte. Es geht hieraus hervor, daB die 
Berechnung der Gelenkkrafte im allgemeinen, d. h. abgesehen von 
besonderen Lagen des Getriebes, eine bestimnUe Aufgabe ist. 

Jedes der e einfachen Gelenke nimmt jncei und jedes der d 
Doppelgelenke drei Gelenkkrafte auf, und da jede Gelenkkraft gwei 
Unbekannte enthalt, etwa die Projektionen auf zwei feste Achsen, 
so enthalten die Gelenkkrafte 2 (2e + 3d) unbekannte GroBen. 
AuBerdem enthalten die Stiitzkrafte drei unbekannte Komponenten. 
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Die Gesamtzahl der Unbekannten ist sonach 46 -f" 6(J -|" 3. Zur 
Bestimmung dieser unbekannten GroBen stehen folgende Bedingungen 
zur Veiiugung: 

1. Bin jedes Glied befindet sich im Gleichgewicht unter £in- 
wirkung der Kraft S und der vopi Gliede aufzunehmenden Gelenk- 
krafte. Diese Bedingung ergibt fur jedes Glied 3, fur ^ Glieder 
also Sg Gleichungen. 

2. Jedes Gelenk befindet sich im Gleichgewicht unter Ein- 

wirkung der von ihm aufzunehmenden Gelenk- und Stutzkrafte. Da 

diese Bedingung durch jnoei Gleichungen ausgedriickt wird, so er- 

geben sich daraus 2 (e-^- d) Gleichungen. Die Gesamtanzahl der 

Gleichungen betragt sonach Sg -{- 2e -{- 2d. Wie aber schon dar- 

gelegt worden ist, muB eine mit Gleichung 64) identische Bedingung 

sich ergeben, wenn aus den Sg -{' 2e -{- 2d Gleichungen die 

4c -j- 6d + 3 Unbekannten eliminiert werden. Folglich mufi 

(3^ -I- 2c + 2d) — (4c + 6d+ 3) = 1 

Oder 

c+2d+2 
^ = 2— ^— g-J— (86) 

sein. Die Anzahl der Glieder eines Getriebes mit Einschliifi des 

ruhenden Gliedes ist demnach ebenfalls stets gerade und die Zahl 

(e + 25+2) ist teilbar durch 3. Aus den Gleichungen 85) und 

86) folgt noch: 

4c+6d = s+35r. (87) 

Demnach ist {4e — s) teilbar durch 6 und (5 -j- 3^ — 6rf) teilbar 
durch 4. 

Beispiel L Fiir das Getriebe in Abb. 74 ist 

e = 7, d = 0, 5 = 10, jp = 6 

und gemafi den Bedingungen 85), 86) und 87): 

5 = 2 (c + d — 2) = 10 = 2. 7 — 4 

e+2d + 2_ ,1+2 

g-^ 3 — ^-- 3 

4c + 6d = ^-f 3^ = 4.7 = 10 + 3.6, 
Beispiel 2. In dem durch Abb. 50 dargestellten Getriebe ist 

c = 9, d = 2, if = 18, ^ = 10 
und in Uebereinstimmung mit den Gleichungen 85) bis 87): 

5 = 2 (c + d — 2) = 18 = 2 (9 + 2 - 2) 

,==2^-\^+J. = 10 = 2^-+l 

O , ,0 

4e + 6d = s + 3^ = 4.9 + 6-2 = 18 + 3. 10. 



182 

31. Literarische Notizen. Der Inhalt der vorstehenden 
Abhandlung ist folgenden Aufsatzen entnommen: 

1. Die geometrische Konstruktion der BescMeunigungen der 
ebenen Bewegung einer starren Punktgruppe; Zivilingenieur 1879, 
S. 613. 

2. Notie, hetreffend die Konstruktion der BescMeunigungen 
am Kurbelgetriebe; Zivilingenieur 1880, S. 75. 

3. Ueber Oeschmndigkeitspldne und Beschleunigungspldne; 
Zivilingenieur 1887, S. 631. 

4. Die Trdgheitskrdfte einer Sekubstange; Zivilingenieur 1895, 
S. 591. 

5. Beitrage zur Qeometrie der Bewegung und zur Kinetik 
ebener Oetriebe; Zeitschrift fur Mathematik und Physik 1903 und 1904. 

Zusatze sind in den Abschnitten 16, 17 und 18 enthalten. 

Eine sehr ausfiihrliche Darstellung der Geschwindigkeiten der 
Getriebe gibt Burmester in seinem Lehrbuch der Kinemaiik, Leipzig 
1888. Von den Abhandluogen, welche die Vorarbeiten zu diesem 
Lehrbuch enthalten, kommt hier hauptsachlich die folgende in Be- 
tracht: Ufi^er die momentane Bewegung ebener kinematischer Ketten; 
Zivilingenieur 1880. Das Verfahren von Burnnester weicht wesent- 
lich von dem unsrigen ab. Es beruht auf der Verwenduag der 
Geschwindigkeitspole der relativen Bewegungen der Getriebeglieder 
gegeneinander. Aus der Lagc der Pole ergeben sich die Verhalt- 
nisse der Drehgeschwindigkeiten der Glieder. Bei der graphischen 
Bestimmung der Geschwindigkeiten der Gelenke stellt es sich als 
zweckmafiig heraus, dieselben uni 90^ zu drehen, also die sogenannten 
senkreehten Oeschtvindigkeiten darzustellen. 

Die wesentlicben Eigeoschaften der Geschwindigkeitspole 
wurden bereits von Aronhold in seinen Orundziigen der hine- 
matischen Qeometrie mitgeteilt; Zeitschrift des Vereins zur Beforde- 
rung ded GewerbfleiSes in Preufien, 1872. 

Die in den Abschnitten 2, 7 und 13 abgeleiteten Beziehungen 
zwischen dem Lageplan einer starren ebenen Punktgruppe, ihrem 
Geschwifidigkeitsplan und den beiden Besdileunigungsplaoen: 

PABC.^FA'BG* .,. 
QABC ...f:iQ"A*'B''0'... 
EABC. . . B'"A'*'B''G'' . . . 

folgen aus eineoi Satze von Schell, Theorie der Bewegung und der 
Krdfte; Leipzig 1879^ Bd. I, S. 564. Sie werden ausdriicklich aus- 
gesprochen von Mehmke, Ueber die Oeschtvindigkeiten beliebiger 
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Ordhung eines in seiner Ebene bewegten dhnlich vet'dnderlichen ebenen 
Systems; Zivilingenieur 1883, S, 495. 

Die im Abschnitt 6 dargelegte Auffassung der Beschleunigung 
eines Punktes als die Geschwindigkdt des Endpunktes seiner Ge- 
schwindigkeitsstrecke findet sich bei Schell S. 462 und, ofienbar 
unabhangig davon, bei Mehmke S. 425. 

Die Formein fiir die Tangentialbeschleunigung u" und die 
Normalbeschleunigung n" eines Punktes, Gleichungen 40) und 41) 
des Abschnitts 13, wurden zuerst richtig abgeleitet von Somoff, 
M^moire sur les accelerations de divers ordres in den M^moires de 
Tacademie des sciences de St. Petersbourg 1864. 

Einige Gegenstande meiner Mitteilungen finden sich, in anderer 
Form behandelt, ferner in folgenden Arbeiten: 

Bittershatis: i. Ueber die kinematische Kette. 2. Ueber die Be- 
schleunigungen der ebenen Bewegung; Zivilingenieur 1876 und 1877. 

Mehmke: Ueber die Bewegung eines starren Systems in seiner 
Ebene; Zeitschrift fur Mathematik und Physik 1890. 

Oriibler: i. Ueber die Kriimmung der Polbahnen. 2. Ueber 
die Kreisungspunkte einer komplan bewegten Ebene; Zeitschrift fur 
Mathematik und Physik 1884, 1889, 1^9^- 

Hodenberg: i. Die Bestimmung der quadratischen Verwai^dt- 
schaft der Kriimmungsmittelpunkte zweier Glieder einer ebenen 
kinematischen Kette; Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur- 
Vereins zu Hannover 1890. 2. Ueber die Kreispunktkurve eines 
ebenen Gelenkvierseits; Zeitschrift fur Mathematik und Physik 1891. 
3* Der Beschleunigungszustand kinematischer Ketten und seine kon- 
struktive Ermittlung; Zivilingenieur 1896. 

It. Mailer: Ueber die Kriimmung der Bahnevoluten im starren 
ebenen System; Zeitschrift fur Mathematik und Physik 1891. 

WUtenbauer: i. Ueber die Wendepole der kinematischen Kette. 

2. Ueber den Beschleunigungspol der zusammengesetzten Bewegung. 

3. Ueber die Beschleunigungspole der kinematischen Kette; Zeit- 
schrift fiir Mathematik und Physik 1895. 4. Der Beschleunigiiiigs- 
zustand kinematischer Ketten und seine konstruktive Ermittlung; 
Zivilingenieur 1896. 

Harimann: Ueber die Kriimmung der Polbahnen einer Vier- 
zylinderkette; Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 1902. 

Sehr ausfiihrlidie Angaben iiber die Literatur der Kifiematik 
enthalt die Abteiiung IV, 3 der EneyUopadk der maiKemaiMhen 
W^senaehafteny bearbeitet von A, SehonfUe^ and M. OHMer. 
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Von Abhandlungen iiber die Kinetik der Getriebe nennen wir: 

Badinger: Ueber Dampfmaschinen mit hoher Kolbengeschwindig- 
keit, Wien 1892. 

Proll: Versuch einer graphischen Dynamik, Leipzig 1874, 

Heun: Die kinetischen Probleme der wissenschaftlichen 
Technik; Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung 1901. 
Diese Abhandlung enthalt weitere Literaturangaben. 

MiiUer-Breslau berichtet iiber meine Abhandlung vom Jahre 1887 
im Literaturverzeichnis seiner Graphischen Statik,: Bd. II, 19039 auf 
Seite 193 wie folgt: ,,Mohr:. Ueber OeschmndigkeUspldne und Be- 
schleunigungsplane; Zivilingenieur 1887. Zeigt die Anwendung des 
Williotschen Verfahrens auf die Darstellung der Geschwindigkeiten 
und schliefllich auch der Beschleunigungen kinematischer Ketten". 

Die folgende Darlegung zeigt, dafi die vorstehende Behauptung 
nicht richtig, dagegen sehr geeignet ist, Miflverstandnisse und 
Tauschungcn hervorzurufen. 

WiUiot behandelt in seiner Abhandlung: Notations pratiques 
sur la stalique graqhique, Publications scientifiques industrielles 1877, 
eine einzige Aufgabe: Aus den gegebenen kleinen Langenanderungen 
der Stabe eiries einfachen Fachwerks soil unter folgenden ver- 
einfachenden Bedingungen die Formanderung des Fachwerks auf 
graphischen! Wege bestimmt werden: 

1. Das Fachwerk besteht aus einer Reihe von Stabdreiecken, 
von denen jedes mit dem nachstfolgenden eine Seite gemein hat. 

2. Von einem Stabe AB wird ein Knoten A und die 
Richtung AB des Stabes festgehalten. 

1st ABC das Stabdreieck, dem der Stab A B angehort, so ist, 
wenn die Formanderung in der Zeiteinheit erfolgt, die Geschwindigkeit 
des Punktes B nach Grofle, Richtung und Sinn durch die Langen- 
anderung des Stabes AB bestimmt. Die Geschwindigkeit des 
Punktes G ergibt sich darauf aus den gegebenen Dehnungs- 
geschwindigkeiten der beiden Stabstrecken AG und BG, Im nachst- 
Iblgendeii Stabdreieck BGD wird die Geschwindigkeit des Punktes B 
bestimmt durch die gegebenen Dehnungsgeschwindigkeiten der Stabe 
J3Dt GD, und dieses Verfahren wiederholt sich bei jedem folgenden 
Stabdreieck. 

Ein ahnliches Verfahren kann bei der folgenden von WiUiot 
nicht behandelten und nicht einmal erwahnten Aufgabe benutzt 
werden: Gegeben ist ein ebenfis Getriebe ABCDEF , . ,, BtLsammen- 
gesetzt avis einem Stabviereck ABGD und einer Beihe von Stabpaaren 
(BE, DE), (CF, EF) , . ., welche die folgenden GdenTce E, F . . , 
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mU den porhergekenden verbinden. Ein Stab AB des Stabviereeks ist 
festgesidUf und die DrehgeschwindigkeU eines tfweUen Stabes A C dieses 
Siabtriereeks ist gegeben. Es sind die OeschmndigkeUen der Oelenke 
Df JE, F , . . jsu bestimmen, Der Geschwindigkeitsplan des Ge- 
triebes ergibt sich, indem man die Dehnungsgeschwindigkeiten der 
starren Stabe des Getriebes gleich null auftragt. 

In alien Fallen, wenn die Zusa.nimensetzung des Getriebes 
und seine Festlegung den vorstehenden vereinfachenden Bedingungen 
nicht entsprecben» ist das beschriebene, auf Williot zuriickzufiihrende 
Verfahren nicht anwendbar. Die in solchen Fallen anzuwendenden 
Hilfsmittel wurden in den Abschnitten 2, 5 und 10 und hiermit in 
Uebereinstimmiing schon in meiner Abhandlung vom Jahre 1887 
besehrieben. Ich verweise auf die in den Abb. 44, 47, 50 dar- 
gestellten Beispiele. In der Regel wird es notig, die Bewegung des 
Getriebes in mehrere einfachere gleichzeitige Bewegungen zu zer- 
legen und diese dann graphisch zusammenzusetzen. 

Unter der Ueberschrift: ^^Verschiebungspldfie naeh dem Ver- 
fahren von WiUiot*^ beschreibt Miiller-Breslau auf S. 60 seiner 
Graphischen Statik Bd. II, 1902 auch jene Zerlegungen und Zu- 
sammensetzungen, ohne seine Quelle anzugeben. Die Leser werden 
hierdurch zu dem Irrtum gefiihrt, daB alles zum Verfahren von 
Williot gehdre, wahrend die von Miiller-Breslau z. B. in den Abb. 37, 
3^f 39» 4^f 4i> 42 seiner Graphischen Statik vorgefiihrten Ver- 
schiebungsplane nicht nach dem Verfahren von Williot gebildet 
werden konnen, sondern zu ihrer Darstellung der von mir ange- 
gebenen Hilfsmittel bediirfen. 

Von Beschleunigungen und Beschleunigungsplanen, bei deren 
Darstellung nach den Angaben Miiller-Breslaus auch das Williotsche 
Verfahren zur Anwendung kommen soil, ist in der Abhandlung von 
Williot iiberhaupt nicht die Rede. 

Die Zueignung an Williot steht in Zusammenhang mit dem 
folgenden Vorgange. In einer Abhandlung iiber Raumfachwerke, 
Zentralblatt der Bauverwaltung 1902, S. 511, nimmt Miiller-Breslau 
die Anwendung des von mir im Zivilingenieur 1887 mitgeteilten 
Verfahrens, dem er falschlicherweise den Namen Williot beilegt, 
als sein geistiges Eigentum in Anspruch, und zwar mit folgenden 
Worten: „Dieses Verfahren ist in der Schweizerischen Bauzeitung 
1887 our kurz, aber doch in einer fur die Sicherung der Prioritat 
ausreichenden Weise erwahnt worden.** Die Erwahnung in der 
Schweizerischen Bauzeitung vom 27. November 1887, die wenige 
Wochen vor meiner Abhandlung erschien, lautet: „Auch sei hier 
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an das bekannte Verfahren von Williot erinnert, dessen Anwendung 
auf die Untersuchung kinematischer Ketten in dem (voraussichdidi 
im Sommer erscheinenden) zweiten Bande meiner Graphischea 
Statik (im Abschnitt iiber Formandeningen des Fachwerks) be- 
handelt wird.'* Der flir den Sommer 1888 angekiindigte zweite 
Band der Graphischen Statik erschien in Wirklichkeit im Jahre 1892 
und enthalt auf S. 192 bis 205 unter der Ueberschrift: Anwendungen 
der Thearie der Fortndnderungen auf die Bereehnung des statiseh 60- 
sUmmten Fachwerks ohne Angabe der Quelle zahlreiche Anwendungen 
des von mir mitgeteilten Verfahrens. Die von Miiller-Breslau er- 
hobenen seltsamen Anspriiche gehen also dahin: erstens, da6 mein 
Verfahren zu dem von WiUiot zu rechnen sei, und zweitens, dafi 
die bezeichneten Abschnitte der Graphischen Statik um fiinf Jahre, 
von 1892 auf 1887, zuriickdatiert werden sollen. 
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Abhandlung V. 



Welche Umsttnde bedingen die Elastizitttegrenzen und den Bruch 

eines Materials? 

Der entwerfende Ingenieur hat in der Regel die Aufgabe, 
alien Teilen seines Bauwerkes eine moglichst gleichmafiige Sicher- 
heit gegen 2^rst6rung und schadliche Formanderungen zu geben. 
Zu den wichtigsten Grundlagen der Festigkeitslehre gehort daher 
die Kenntnis der Umstande, von welchen die Elastizitatsgrenzen 
und die Bruchgrenzen der BaustofTe abhangig sind. Unzahlige Ver- 
suche wurden angestellt, um diese Grenzen kennen zu lernen, aber 
zu einwandfreien Ergebnissen ist man bis heute nicht gelangt. Es 
hat dies seinen Grund hauptsachlich darin, daB es mit groBen 
Schwierigkeiten verbunden ist, bestimmte und beabsichtigteSpannungs- 
zustande oder Formanderungszustdnde der ftleinsten Korperteile 
durch den Versuch hervorzurufen. Man ist daher in den meisten 
Fallen im unklaren dariiber, welcher Zustand des Korpers den Bruch 
Oder die Ueberschreitung der Elastizitatsgrenze herbeifiihrte. Viel- 
leicht wird es in Zukunft gelingen, die bezeichneten Schwierigkeiten 
durch vollkommenere Versuchsanordnungen zu iiberwinden; bis da- 
hin wird man genotigt sein, den bisherigen Weg zu verfolgen und 
Annahmen zu sudien, die imstande sind, eine moglichst groBe An- 
zahl zuverlassiger Ergebnisse zu erklaren. 

Die alteren Hypothesen stammen aus einer Zeit, in der nur 
wenige und unsichere Erfahrungen vorlagen. Sie weichen stark von* 
einander ab, und keine von ihnen laBt sich den neueren Erfahrungen 
gegeniiber aufrecht erhalten. Das Bediirfnis nach einer heuen An- 
nahme, die sich dem jetzigen Stande der Erfahrung moglichst an- 
schliefit, kann daher nicht in Zweifel gestellt werden. Die nach- 
folgende Abhandlung enthalt einen Versuch. 

I. Der Spannungszustand eines Kdrperpunktes. Wir 
bezeichnen mit A einen Punkt des Korpers, dessen Zustand in Be- 
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tracht gezogen werden soil, und denken uns zu diesem Zweck eine 
unendlich kleine Kugel vom Mittelpunkt A aus dem Korper heraus- 
geschnitten. Die Gesamtheit der Spannungen aller Oberflachen- 
elemente dieser Kugel, die in unendlicher Vergrofierung in Abb. i 
dargestellt ist, bildet den Spannungszustand des Korperpunktes A, 
Ein Oberflachenelement kann durch 
seinen Halbmesser bestimmt und 
bezeichnet werden. Die Flache r 
ist daher im folgenden die abge- 
kiirzte Bezeichnung fiir eine unend- 
lich kleine ebene Flache, die im 
Endpunkte des Halbmessers r die 
Kugel A beriihrt. Den folgenden 
Gleichgewichtsbetrachtungen liegt 
nur die eine Voraussetzung zugrunde, dafl die Spannungen im 
Korper stetig sicb andern, daB also die Spannungen q der beiden 
Oberflachenelemente, die zu einem Kugeldurchmesser gehoren, nach 
Grofie und Richtung verschwindend wenig voneinander abweichen. 




Abb 1. 



2. Die Beziehung zwischen den Spannungen qi, q^ 
zweier Flachien ri, r^. Wir begrenzen in Abb. 2 ein unendlich 
kleines Prisma durch drei Paare von Ebenen, welche die Kugel A 
beriihren und rechtwinklig zu 
den Halbmessern r^t r^, r^ ge- ^t 

stellt sind; r^ und r^ liegen in 
der Bildebene, r^ steht recht- 
winklig; zu derselben. Die 
sechs Seitenflachen des Prismas 
sind von gleicher Grofle, die 
hier gleich eiris gesetzt wird. 
Das Gewicht des Prismas ist 
von unendlich kleiner Grofle 
dritter Ordnung und ver- 
schwindet also gegen die 
Krafte q^, p^ , ^3 , die v6n den 
Settenflachen aufgenommen 
werden und von unendlich 
kleiner Grofie zweiter Ordnung 

sind. Von den Gleichgewichtsbedingungen des Prismas kommt hier 
nur die Momentengleichung in bezug auf den Halbmesser r^, der 
die Bildebene im Punkte A rechtwinklig schneidet, in Betracht. Die 
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beiden Krafte q^ werden von der Motnentenachse geschnitten und 
haben also Momente gleich null. Wenn die Strecke £C gleich eins 
gesetzt wird, so haben die beiden Krafte Qi das Moment ^| cos (^ r,), 
wahrend das Moment der beiden Krafte q^ die GroBe ^ cos (^ar,) 
hat. Das Gleichgewicht fordert, daB die beiden Momente der GroBe 
nach gleich, dem Sinne nach einander entgegengesetzt sind, oder 
dofi die PtqjdUion der Spannung qi auf den HMmesser r^ nach 
Grqfie und Vorzeichen gleich ist der JPrqfektion der Spannung q^ auf 
den Hdlhmesstr r^: 

Qi cos (gif,) = ^ cos (^ri). (1) 

Diese Beziehung zwischen je zwei Oberflachenelementen ri, r^ 
bildet die Grundlage der Folgenden Betrachtungen. 

Wir geben derselben zunachst eine fiir die meisten Anwendungen 
bequemere Form und zerlegen zu dem Zweck jede der Spannungen 

^ii Q2 ^^ ^^^^ Komponenten: die 
Normalspannung und zwei Schub- 
spannungskomponenten, von de- 
nen eine in die Bildflache fallt, 
wahrend die andere zur Bildflache 
rechtwinklig gerichtet ist. Die 
zuletztgenannten Schubspannungs- 
komponenten kommen hier nicht 
in Betracht , weil ihre Projektionen 
auf die Kugelhalbmesser r^, r, 
gleich null sind. Die Normal- 
spannungen cr^ cTa erhalten das 
posithe Vorzeichen » wenn sie Zugspannungen bezeichnen. Die in die 
Bildflache fallenden Schubspannungen x^ » t^ sollen das positive Vor- 
zeichen erhalten, wenn sie die Kugel im Sinne der Uhrseigerbewegung 
zu drehen suchen. Tm vorliegenden Beispiel (Abb. 3) sind also die 
Spannungen cTi, 03,^1 positiv, wahrend t^ negativ ist. Mit (rirj) 
bezeichnen wir ferner den Winkel, den ein Zeiger im Sinne der 
Uhrzeigerbew^ung zu durchlaufen hat, um von rj nach rj zu ge- 
langen. Bildet man nun die Gleichung 1), indem man die Span- 
nungen (Tp Tj auf den Halbmesser r^ und die Spannungen 0^, t^ auf 
den Halbmesser r^ projiziert. und hierbei den Sinn der Halbmesser 
beriicksichtigt, so nimml die Bedingung folgende Form an: 

Ci cos (Vi Tf) + Ti sin (ri r,) = o^ cos (ri rg) — t, sin (rj r,) (2) 
oder 

<^2 — <^ = (^1 + ^2)tg(nr8). (3) 
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Die beiden nachstliegenden und wichtigsten Anwendungen 
dieser Gleichung ergeben sich in den besonderen Fallen, wenn die 
beiden Halbmesser einen rechten Winkel bilden, und wenn der 
Winkel {riV^) unendlich klein ist. Im ersten Falle wird 

^i=— rj, (4) 

weil tg (fit r^) unendlich groB ist. Die beiden in die Bildflache 
fallenden Schubspannungskomponenten sind also in diesem Falle 
von gleicher Grofie, dem Drehsinn nach aber einander entgegen- 
gesetzt. 

Im zweiten Falle bezeichnen wir (Abb. 4) die Winkel, die ein 
Halbmesser im Sinne der Uhrzeiger- 
bewegung durchlaufen mu6, um 
von einem gegebenen festen Halb- 
messer ro nach ri und r^ zu ge- 
langen, mit <p und ^ -\- d^t ferner 
die Spannungskomponenten der 
Flache ri mit it, t und diejenigen 
der Flache r^ mit a -{- dc und 

% + d%. Die Bedingung nimmt \^ y/jc^^^ 

alsdann die Form an: 

dcr=2^dy. (5) ^^^^^ 

Die Normalspannung a wachst also 

von Tx nach r% in positiyem oder in negativem Sinne, je nachdem 
T einen positiven oder einen negativen Wert hat. 

Es ist ferner der besondere Fall zu erwahnen, in welchem die 
Spannung ^ zum Kugelhalbmesser r^ rechttoinklig gerichtet, ihre 
Projektion auf r% also gleich null ist. Die Gleichung 1) fordert 
dann, daB auch die Spannung ^ zum Halbmesser r^ rechtwinklig 
gerichtet sein mufi. Zwei solche Oberflachenelemente r^, r^ nennt 
man konfagierte Flachen, weil eine dieser beiden Flachen durch die 
andere bestimmt wird. Da nach Gleichung 2): 

Oj cos (fi rj) + ^1 sin (r^ r^) = 

und 

0^ cos (ti r,) — Tj, sin (fi r^) = 

ist, so besteht fiir zwei konjugierte Flachen ri, rg die Bedingung: 

^ = -^ = -tg(rir,)-=tg(r,rO. (0 

3. Die Hauptspannungen des Korperpunktes A. Wir 
bezeichnen mit x und ^ die beiden Durchmesser der Kugel A, in 
deren Oberflachenelementen die Normalspannung (r ihr algebraisches 
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Mhitmum cr^ und ihr Maximum er, erreicht. Zufolge Gleichung 5) 

$ind die Schubspannungen dieser Flachen gleich null, und Gleichung 3) 

fordert, daB sich die Durchmesser x, z reckUomJdig schneiden. Wir 

bezeichnen ferner mit y den zur Ebene x, z senkrechten Kugel- 

durchmesser und foigern aus Gleichung 4), dafi auch die beiden 

Oberflachenelemente y keine Schubspannungen aufnehmen. x, y 

und heiBen die Saupiachsen des Korperpunktes A^ ferner xyy xZy 

yz die Hauptebenen und Caj c^y a^ die Hduptspannungen. Es ist her- 

vorzuheben, daB nach der hier eingefuhrten Bezeichnung algebraisch 

stets 

(r» < cTy < <fg 

ist, wahrend der numerische Wert von (fg selbstverstandlich auch 
grofier sein kann als tfg, Es empfiehlt sich, je einem der mit den 
Hauptachsen zusammenfallenden beiden Kugelhalbmesser das positive, 
dem anderen das negative Vorzeichen beizulegen. Die positiven 
Halbmesser bezeichnen wir mit fa., r^^ r,. 

4. Die Bestimmung des Spannungszustandes eines 

Korperpunktes A durch seine Hauptspannungen. Zwischen 

der Spannung q irgend ernes Oberfiachenelementes r der Kugel A 

und den Hauptspannungen Cxi <f^$ 0^ bestehen nach Gleichung 1) die 

Besiehungen: 

Q cos (^r.) = (fg cos (rr^) | 

^ cos (^ry) = (T, cos (rfy) | (7) 

Q COS (QTg) = (Tg COS (ffi), j 

woraus folgt: 

Q^ = (tJ^ cos2 (rrg) + cr^* cos* (rr^) + c^^ cos^ (x^m)- (8) 

Ferner wird die Normalspannung <f der Flacher durch die Gleichung: 

, . ( cos (or,) cos Crr,) + cos CgrS) cos (rrS\ \ 

^ I + cos (^rg) cos (rr,) J 

bestimmt, die in Verbindung mit den Gleichungen 7) zu der Be- 
ziehung fuhrt: 

cr= <fg cos" (rrg) -{- <^ cos" (rr^) + c, cos" (rr^). (9) 

Endlich ergibt sich die Schubspannung t der Flache r aus der 

Gleichung 

r" = ^2 _ ^\ (10) 

Die vorstehenden Gleichungen lassen erkennen, daB sich die 
Spannungen der Oberflachenelemente zu jeder der drei Hauptebenen 
der Kugel symmetrisch verteilen: Die Spannungen q^^ q^ zweier 
Flachen r^ r^, die zu einer Hauptebene symmetrisch liegen, sind 
also nach Grofie und Siim eioander gleich und schneiden sich in 
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einem Punkte der Symmetrieebcne. Die Spannung g der Flache r 
bestimmt demnach zugleich die Spannungen von sieben anderen, 
auf den ubrigen Oktanten der Kugel symmetrisch belegenen Ober- 
flachenelemente. 

5. Die Spannungen der in einer Hauptebene liegenden 
Oberflachenelemente der Kugel A. In vielen Fallen kommen 
nur die Spannungen der Flachen r in Betracht, welche die Kugel in 
einer Hauptebene, z. B. in der Ebene ^a^ beriihren. Alle diese 
Flachen sind der Flache r^ konjugiert, weil die Spannung </, zu den 
Halbmessern r der a;£^-Ebene rechtwinklig gerichtet 1st. Daher liegen 
die Spannungen cr, r aller dieser Flachen r in der x^-Ebene. Ihre 
Grofien ergeben sich aus den Gleichungen 9) und 3): 

<f = (fx sin* (rr^ + ^« <^^^^ (T^m) 



a — (r« 



cr« — <; 



1 = 



cotg {rr^) tg (rr,) ' 



woraus folgt: 



cr = ^ H g-^ cos 2 (rri^ 



cr« — Gi 



T = 



(11) 

(12) 
werden, 



= ^-^-^ sin 2 (rrO. 

Diese Beziehungen konnen zur ' AnschauUng gebracht 
indem man jeder Flache r 
in der graphischen Dar- 
stellung (Abb. $) einen 
Punkt JJ 2uordnet, dessen 
rechtwinklige Koordinaten 
in einem willkiirlich gewahl- 
ten MaBstabe nach GroBe 
und Vorzeichen die Span- 
nungskomponenten a und % 
der Flache r angeben. In 
Abb, 5 ist der Anfangs- 
punkt der Koordinaten a, %\ 
die wagerechte <;- Achse zeigt 
nach rechts, die lotrechte 
r- Achse zeigt nach oben. 
Die den beiden Hauptflachen r«, r, zugeordneten Punkte X, Z sind 
durch ihre Koordinaten 




Abb. 5. 
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gegeben und liegen also auf der (X-Achse. Im vorliegenden Beispiel 
ist (Sx negativ und cr^ positiv. 

Die beiden Achsen XX^ und ZZ^ haben Richtung und Sinn 
der positiven r-Achse. Ein jeder der beiden Winkel 

(XXi, XB) = {^r^T) und (ZZ^, ^iJ) = {r^r) 

bestimmt auf dem Kreise vom Durchmesser XZ den Punkt iJ, 
dessen Koordinaten nach Grofie und Vorzeichen die Spannungs- 
komponenten der Flache r darstellen: 

denn es ist 



0M = 



2 ' 



MX=MZ=:MR = 



2 



<i RMZ = 2 {rrz), 

was den Bedingungen der Gleichungen 11) und 12) entspricht. 

Bringt man den a;£f-Kreis der Kugel A in die Bildebene der 
Abb. 5, und zwar so, dafl die Halbmesser r^. und r« durch die 
Punkte X, Z des Kreises XRZ gehen, so geht der Halbmesser r 
durch den Punkt JJ. Fiir jeden Halbmesser r des a;jer-Kreises der 
Kugel A bestimmt also der zugehorige Punkt JJ des Kreises XZ 
durch seine Koordinaten die Spannungskomponenten der Flache r. 




Die Grofie der Spannung q der Flache r wird durch die Strecke 

OE^Q = i/o^ + ir^ 
dargestellt. Die Richtung der Spannung q kann entweder durch 

Hohr: Abhandl. a. d. Gebiete d. techniscben Mechanik. 13 
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Auftragen der Spannungen cr, r an die Flache r oder einfacher mit 
Hilfe der zu r konjugierten Flache rj in folgender Weise bestimmt 
werden. Die Flache fi und ihre Spannungen Oi , ri , ^ miissen die 
beiden Bedingungen: 

und 

erfuUen (Gleichung 6). Daher ist, wenn JBi (Abb. 6) den der 
Flache ri zugeordneten Kreispunkt bezeichnet: 

^ CORi = <$ COJS, 

und die Gerade i2i?i schneidet die (r-Achse in dem Pol P der 

T - Achse in bezug 

auf den Kreis 

XZ, Man be- 

stimmt demnach 

P durch die Tan- 

gente DP und 

JBi durch die 

Gerade FJRiR. 

Die Spannung q 

der Flache r ist 

rechtwinklig zur 

Geraden A Ri , 

also parallel zur 

Geraden QR^ ge- 

richtet, wenn mit 

Q der Endpunkt 

des Kreisdurch- 

messers AMQ 

bezeichnet wird. Wir nennen Q den ersien und P den zweiten Pol 

der graphischen Darstellung, die demnach in folgender Weise aus- 

zuflihren ist (Abb. 7): 

Gegeben sind Grofie, Richtung und Sinn der beiden Haupt- 
spannungen tfg. und c, des Korperpunktes A, Um fiir jede andere 
Flache r, die den a;^- Kreis der Kugel A beriihrt, Grofie, Richtung 
und Sinn der Spannung ^ zu bestimmen, ist aufzutragen: die wage- 
rechte cr- Achse, deren positiver Sinn nach rechts zeigt, und die 
lotrechte t- Achse, deren positiver Sinn nach oben zeigt; ferner 

OX = (T,, OZ = a^. 




Abb. 7. 
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Auf dem Kreise vom Durchmesser XZ wird der Punkt A bestimmt 
durch eine der beiden Geraden 

XA\\u. ZA\\r^ 

Die beiden positiven Halbmesscr fa-, r^ der Kugel A erhalten 
den Sinn AXt AZ, Der erste Pol Q wird durch den Durch- 
messer AMQ und der zweite Pol P durch die Tangente DP oder 
durch die Bedingung: 

PX _ XO 

PZ ~ OZ 

bestimmt. Fiir jeden Halbmesser r des .T-s^-Kreises der Kugel A, 
dessen Richtung durch die Sehne AR gegeben ist, bestimmt: 

QR die Stellung der Flache r, 

OR Grofie und Vorzeichen der Normalspannung a, 

BR Grofie und Vorzeichen der Schubspannung r, 

OR die Grofie der Spannung q, 

QRi die Richtung der Spannung q. 

6. Die vollstandige graphische Darstellung des Span- 
nungszustandes eines Korperpunktes. Die Spannungen aUer 
Oberflachenelemente der Kugel A konnen in ahnlicher Weise auf 

geometrischem Wege be- 
stimmt und graphisch 
dargestellt werden, wie es 
im vorigen Abschnitt fur 
die Flachen des xz- 
Kreises beschrieben wor- 
den ist. In Abb. 8 be- 
zeichnen dieStreckenOX, 
OY, OZ GroQe und Sinn 
der Hauptspannungen des 
Korperpunktes A] die 
Punkte der Kreise XY, 
XZ, YZ bestimmen also 
in der beschriebenen 
Weise die Spannungen 
der Flachen , welche 
die Kugelkreise xy, xz, ye beriihren. Um fur irgend ein anderes 
Oberflachenelement r der Kugel A die Spannungen (r, r auf geo- 
metrischem Wege zu bestimmen, tragt man in Abb. 8 wie in Abb. 5 
die Winkel XiXQ und ZiZS gleich den gegebenen Winkeln (rg^r) 
und {tTh) auf Die zu den Kreisen YZ und XY konzentrischen 

13* 




Abb. 8. 



CR 



1% 

Kreise QQy^ und SSi schneiden sich in dcm Punkte iJ, dessen Koor- 
dinaten die Spannungen a und t der Fiache r darstellen. Man kann 
zur Probe noch einen dritten zu XZ konzentrischen Kreis TTi auf- 
tragen, dessen Punkte T, 2\ durch den Winkel 

Fi TT = (rr,) 

bestimmt sind. Auch dieser Kreis muB durch den Punkt R gehen. 
Die beschriebene Konstruktion beruht auf der folgenden Eigenschaft 
der graphischen Darstellung: Allen Oberfldchendementen r der 
Kugd A, ioelche auf einer bu einer der Hauptebenen, e, B. ye, parallel 
gesteUten Ebene liegeUy entsprechen in der graphischen Darstellung 
Punkte R eines zu YZ koneentrischen Kreises. Diese Eigenschaft 
ergibt sich aus der folgenden Ueberlegung, Der Punkt R von den 
Koordinaten tf, t hat von dem Mittelpunkt C des Kreises TZ eine 
Entfernung, die durch die Gleichung 

bestimmt wird. Setzt man in diese Gleichung die Werte von q^ 
und (T aus den Gleichungen 8) und 9) ein und beachtet, dafi 

cos* (rvx) + cos^ (X^f) 4" ^^^^ (^O = 1 
ist, so erhalt man: 

CR^ = ~((fg — a„y + ((Ty — cj {(ft — (fx) cos 2 (rvx). 

Die Lange CR ist demnach unabhdngig von den Winkeln (rj'y) 
und (rr«) und hat fur einen gegebenen Winkel (rr^), also fiir alle 
Oberflachenelemente des entsprechenden Kugelkreises, eine unver- 
dnderliche Grofie, die durch die Langen CQ und CQi bestimmt ist; 
denn Q ist der Punkt auf dem XZ- Kreise, der dem Winkel (7'rx) 
entspricht. 

Die beiden Kreise von den Halbmessern CQ und DS schneiden 
sich in ewei zur tf-Achse symmetrisch liegenden Punkten R, Es 
entspricht dies dem Umstande, dafl durch die drei Winkel (rr^), 
(rry), (tTz) auf der Kugel acht Oberflachenelemente bestimmt werden, 
die in oben beschriebener Weise nur durch den Sinn ihrer Schub- 
spannungen sich voneinander unterscheiden. Da die Summe der 
beiden spitzen Winkel (Txt) und (rTt) grofler oder mindestens gleich 
90 o ist, so bedecken die Punkte R die von den KreisenXF, XZ, 
YZ eingeschlossenen Bogendreiecke. Indem man fiir eine Reihe 
von eingeschriebenen Werten der Winkel (r^-r) und {rvt) die Kreis- 
bogen QQi und SSi auftragt, ergibt sich in Abb. 9 eine Uebersicht 
iiber den Spannungszustand des Punktes A, Es ist daran zu er- 
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Abb. 9* 



innern, daB in der Geometrie der Massen eine graphische Darsfellung 

genau von der Form der Abb. 9 vorkommt (vergl. Abhandlung III, i6)» 

Der Kreis XZ ent- 
halt nicht allein die 
Punkte, in welchen (Tundr 
ihreGroBtwerte erreichen, 
sondem auch alle Punkte^ 
in denen bei konstanter 
Abszisse (rdie Ordinaten z 
ihre Grofitwerte an- 
nehmen. Da diese Punkte 
hauptsachlich in Be- 
tracht kommen, so wird 

im folgenden XZ A^r Haupthreis der graphischen Darstellung des 

Spannungszustandes genannt. 

7. Die graphische Darstellung der Formanderung 
eines isotropen Korpers innerhalb der Elastizitatsgrenzen. 
Wenn die Elastizitatseigenschaften des Materials nach alien ^Rich- 
tungen einander gleichen, so werden sie innerhalb der Elastizitats- 
grenzen bestimmt durch zwei konstante GroBen: den Elastizitats- 
modul s und die Poissonsche Zahl m. Die Kanten eines unendlich 
kleinen Wiirfels A von den Richtungen der Hauptspannungen dieses 
Korperelements und der urspriinglichen Lange eins erleiden durch 
jene Spannungen keine Richtungsanderungen , dagegen Langen- 
anderungen von den GroDen: 



Ox 


— Ml (<r, 
e 


+ 


Oz) 


<r. 


— TO (tf. 


+ 


<^x) 




e 






Oz- 


- m(oi, 


+ 


o») 



e 
s 



(18) 



Man nennt or'a.) <^y, ^9 die redueierten Hauptspannungen des 
Korperpunktes A. 

Die Koordinaten des Oberflachenelements r der Kugel A^ 
deren unendlich kleiner Halbmesser gleich ems gesetzt werden moge, 
haben in bezug auf die Hauptachsen im spannungslosen Zustande 
der Kugel die GroBen 

cos {rr^y cos {rr^), cos (rr,), 
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und diese verwandeln sich durch die elastische Formanderung in 
die Grofien: 

cos {rr,) (l + y)» cos {rr,) (l + ^Y cos (rrz) (l + y)- 

Bezeichnet man mit ^— den Defonnationsweg des Oberilachen 
elements r, so ist demnach: 

Q* cos (gV-r) =» &g cos (rTx) | 

Q* COS (^Vy) = (T'y cos Irvp) i (14) 

g' COS (^'r,) == cr'g cos (rvg). ] 

Man nennt ^' die reduzierte Spannung des Oberflachenelements r 
und erkennt aus der Uebereinstimmung der Gleichungen 14) und 7), 
dafi zwischen den reduzierten Spannungen g', cr'a?, &^, &z genau die- 
selben Beziehungen bestehen, wie zwischen den wirklichen Span- 
nungen q^ (fxt (fgt ^z' £s kann daher die oben beschriebene graphische 
Darstellung ohne weiteres auch auf die reduzierten Spannungen an- 
gewandt werden. Die reduzierte Spannung q^ kann zerlegt werden 
in die iVbrma^komponente 

Q* cos (gV) = & 

und in die jSbAu&komponente 

q* sin [qW) = t'. 

Die GroBe — bezeichnet die Dehnung des Radius 7-, wahrend 



die GroBe — die Schiebung des Oberflachenelements r in der Richtung 

der Kugeltangente angibt. 

Die Anwendung der vorstehenden Beziehungen ist groBen Be- 
schrankungen unlerworfen. Die Gleichungen 13) gelten nur inner- 
halb der Elastizitatsgrenzen, und diese Grenzen sind fiir manche 
Baustoflfe, z. B. Steine und Gufieisen, so eng, dafi fiir solche Stoflfe 
jene Beziehungen ihre praktische Bedeutung fast ganz verlieren. 
Jenseits der Elastizitatsgrenzen sind die GroBen e und m verander- 
lich, und das Gesetz der Aenderungen ist nur sehr unvoUkommen 
bekannt. Nur soviel ist bekannt, dafi selbst von einer annahernden 
Giiltigkeit jener Gleichungen, wenigstens in der Nahe der Bruch- 
grenze, nicht die Rede sein kann. 

8. Die alteren Hypothesen iiber die Ursachen der 
Elastizitatsgrenzen und desBruches. Im folgenden ist wieder- 
holt von einer Reihe von Spannungszustanden die Rede, die der 
kiirzeren Bezeichnung wegen numeriert werden soUen. Die Zu- 
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stande I bis III liegen an der Bruchgrcnsse und konnen durch ihre 
Hauptspannungen dargestellt werden: 



I: tSx — 0, <^y~0, 


o'«-+*i 


H: (Tj. — x^, (Ty 0, 


(r«— 


m: oi, — — X3, cr, — 0, 


0* — + «»• 



Man nennt x^ die ZugftstigheU, x^ die Druckfestigleeit und x^ die 
Drehunggfestigkeit des Materials. Der ebenfalls an der Bruchgrenze 
liegende Spannungszustand IV ist dadurch bestimmt, daB die Schub* 
spannung desjenigen Oberflachenelements, dessen Normalspannung 
gleich null ist, seinen groBtmoglichen Wert x^ erreicht Man nennt 
X4 die Schubfestigkeit des Materials. Die Spannungszustande V, VI 
und Vn beriihren die ElasUzUatsgrenzen des Materials und konnen 
wiederum durch ihre Hauptspannungen dargestellt werden: 



V: Ca. — 0, (Ty 0, 


<^« — + X5 


VI: oi, — xg, Cy 0, 


<r, — 


vn: (T, — — X7, (Ty — 0, 


CTjs — + X7 



Man nennt X5 die Elastizitatsgrenze der Zti^spannungen, xe die 
Elastizitatsgrenze der Driicispannungen und X7 die Elastizitatsgrenze 
der Drehungss^dLnTiungtn. Die folgenden Bemerkungen sollen nur 
die wichtigsten Punkte hervorheben, in welchen die alteren An- 
nahmen mit der Erfahrung in Widerspruch sich befinden. 

Erste Hypothese. Die altesten Versuche bezogen sich auf die 
Bestimmung der Zugfestigkeit Xj und, der Druckfestigkeit Xj, und 

hieran kniipfte sich die nachst- 
liegende Annahme, dafi diese 
Grenzen auch fiir alle anderen 
Spannungszustande giiltigseien. 
Nach dieser Annahme kann 
die Bruchgrenze dargestellt 
werden durch zwei zur r-Achse 
parallel gerichtete geradeLinien 
BiCu B2C2 (Abb. 10), deren 
Abszissen die Groflen 

(r=4-xi und <r= — xa 

haben. Die Hauptkreise der 

Spannungszustande I, II, III, IV 

erhalten die in Abb. 10 angegebenen Lagen. Demnach ware die 

Drehungsfestigkeit X3 gleich dem numerisch kleineren Werte der 




Abb. I a 
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beiden Spannungen xi und xj, in dem Beispiel der Abb. lo also gleich 
Xi, und die Schubfestigkeit x^ wiirde die GroBe 

annehmen. Diese einfachen Beziehungen werden durch die Er- 
fahrung keineswegs bestatigt. Auch widersprichf die Tatsache, daB 
die Hauptspannung Cx die Grenze — x, weit iiberschreiten kann, 
wenn die beiden anderen Hauptspannungen (Ty und (T^ negative Werte 
annehmen, wie es z. B. in tiefliegenden Gebirgsschichten ohne 
Zweifel der Fall ist. 

Zweite Hypoihese, Da die Elastizitatsgrenzen Formanderungs- 
zustande bezeichnen, namlich diejenigen Zustande, bei deren Ueber- 
schreitung UetbendeYotminAevymgtxi eintreten, so lagdie Annahmenahe, 
dafi fur diese Zustande nicht Grrenzspannungen^ sondem Qrenedeknungen 
nia%ebend seien. Man nahm demgemkfi an, die Elastizitatsgrenze 
eines isotropen Korpers werde jedesmal iiberschritten bei einem be- 
stimmten, von der MaterialbeschafTenheit abhangigen Grensswerte der 
positiven Dehnung. Da fur alle isotropen Stoffe nahezu iiberein- 
stimmend 

1 

ist, so wird fiir jeden durch seine Hauptspannungen gegebenen Zu- 
stand die groBte positive Dehnung durch die Zahl 

0^ - i (<V + tf.) 4^_^^_^^ (15J 

€ 4:6 

bestimmt. Fiir die an der Elastizitatsgrenze liegenden Spannungs- 
zustande V, VI, VII nimmt diese Zahl die Werte an: 

«' 4e' 4€' 

Wenn der Hypothese gemaB diese drei Dehnungen gleich groB 
waren, so miifltci sich fur jedes gleichartige Material das Verhaltnis 

X5 : xe : X7 = 1 : 4 : 0,8 

ergeben. Die Erfahrung bestatigt weder die Unveranderlichkeit 
dieser Verhaltniszahlen, noch deren Groflen. Die zuverlassigsten Er- 
gebnisse, die hier zum Vergleich herangezogen werden konnen, ver- 
danken wir Bauschinger, der mit einer Reihe von Stahl- und FluB- 
eisensorten vergleichende Versuche zur Bestimmung der Grenzwerte 
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^i» Xf, X7 angestellt hat. Die unten ausfiihrlicher mitgeteilten Er- 
gebnisse zeigen, daB fiir jene Materialien nahezu 

jfs : Xe : X7 = 1 : 1 : 0,5 

ist, daB also die Verhaltniszahlen auch nicht annahernd die aus der 
Hypothese sich ergebenden Werte haben. 

Man hat sich noch weiter von der Wirklichkeit entfernt, indem 
man die obigen, auf die Elastizitatsgrenzen, also auf elastische Form- 
anderungen sich beziehenden Folgerungen ohne wetteres auf die 
Zustande an der Bruchgrenze iibertrug. Auf sdlche Weise ist z. B. 
die unhaltbare Behauptung entstanden, die Drehungsfestigkeit x^ 
betrage fiir jedes isotrope Material das 0,8-fache der Zugfestigkeitxi. 
Ebensowenig lafit sich die oft ausgesprochene Behauptung, beim 

Druckversuch werde der Bruch 
durch die positive Querdehnung 
herbeigefiihrt, durch irgend eine 
bestimmte Erfahrungstatsache be- 
griinden. 

Man kann den Inhalt der 
Hypothese vermittels unserer 
graphischen Darstellung veran- 
schaulichen, indem man iiir die 
beiden Grenzfalle 

Cg = Cx und (fy = (Tg 
die Gesamtheit der Hauptkreise 
der an der Elastizitatsgrenze liegenden Spannungszustande in Betracht 
zieht. Im ersten Grenzfalle hat die groBte positive Dehnung nach 
Gleichung 15) den konstanten Wert 

Xfi _ 2 cr, — (Tr 
e 2s 

Die zugehorigen Hauptkreise, deren Durchmesser XZ die Bedingung 

Cj, = 2 cr, — 2 Xfi 

erfiillen, beriihren zwei Gerade BCi , jBDi, welche auf den Koordinaten- 
achsen die Strecken 

OB = 2 jf5 und OCi = OD. = -^- 

^2 

abschneiden (Abb. 11). 

Im zweiien Grenzfalle hat die groBte positive Dehnung nach 
Gleichung 15) die konstante GroBe 

xs _ 3 <y« — g jg . 




Abb. II. 
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die Hauptkreise dieser Spannungszustande beriihren die beiden Ge- 
raden BC^, BD^, die auf der T-Achse die Strecken 

2X5 



oa 



»^3 



abschneiden. In jedem Zwischenfalle, wenn also 

(Tx •< CXy •< <fg 

ist, schneidet der einen Spannungszustand an der Elastizitatsgrenze 
darstellende Hauptkreis XZ (Abb. ii) die Schenkel des Winkels 
C^BDi, liegt aber innerhalb des Winkels C^BD^, 

Driite Hypothese. Die Abweichungen von den Erfahrungs- 
tatsachen konnten ermaBigt werden, indem man zu der zweiten 
Hypothese die Bedingung hinzuiiigte, dafi auch die groBte negative 

Dehnung einen durch Versuche zu bestimmenden Grenzwert 

nicht iiberschreiten dilrfe. Man nahm also an, daB ilir jeden an 
der Elastizitatsgrenze liegenden Spannungszustand entweder 



(fz r C^y + ^^) = *5. 



Oder 



(Taj — ^ (cTy + <^«) = ~ *6 

sein miisse. Um diese Annahme in der Zeichensprache der 
graphischen Darstellung auszudriicken, ist in Abb. 12: 



05 = 2x5, OCj = OD^ = 



_X6_ 

»/2' 



00, = OD, = -!'!, 



0E= — 2 



'6> 



OF, - 00, = A., 



OF, = 06,=^^ 




Abb. 12. 
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aufzutragen. Der Hauptkreis eines jeden Spannungszustandes an 
der Elastizitatsgrenze soil nach der vorliegenden Hypothese die innere 
Umgrenzung der schraffierten Fiache, nichl aber die duJJere schneiden. 
Im Spannungszustande VII: 

<i;b = — X7, cry = 0, (^ = -|-x7 

haben die Grenzwerte der positiven und der negativen Dehnungen 

die GroBen -[- -7-^ und — '-j-^. Der Hypothese zufolge muflte also 

die Drehungsspannung an der Elastizitatsgrenze X7 dem Meineren 

der beiden Werte — ^— und - ^ - gleich sein. Nach den vorliegenden 

o o 

Erfahrungen ist es sehr unwahrscheinlich, dafi die kleinere der 
beiden Verhaltniszahlen — und — einen fur alle gleichartigen Stoffe 

konstanten Wert habe, und das oben angefuhrte Beispiel von Eisen 

4 1 

und Stahl zeigt nicht das Verhaltnis -r-, sondern -:;r. Es ist ferner 

5 2 

aufierordentlich unwahrscheinlich , dafi der durch den Punkt E 
(Abb. 12) dargestellte Spannungszustand : 

(Taj = <fy = cr, = — 2 Xc 

an der Elastizitatsgrenze liege. 

Vterte Hypothese, Die Erscheinungen, welche beim Bruche 
durch Druck und beim Fliefien plastischer Stoffe beobachtet werden, 
haben zu der Annahme gefuhrt, dafi fiir die Bruchgrenee und fiir 
die Fliefigrenee nicht die Grofie der Hauptspannungen selbst, sondern 
ihre grofiU' Differefiz (cr, — - (^) mafigebend sei. Man nimmt hierbei 
an, dafi beim Brechen und Fliefien die Korperteile in denjenigen 
Flachen sich gegeneinander verschieben, . welche die groflten Schub- 
spannungen 



'^max — 



CTg — (Ta 



2 

aufzunehmen haben, und die gegen die Richtungen der beiden 
Hauptspannungen c, und cr, um 45 ^ geneigt sind. Bekanntlich ge- 
raten alle Korper, auch die sproden, bei aUseitig hohem Druck in 
den plastischen Zustand. in welchem sie, ohne zu brechen, grofie 
Formanderungen erleiden konnen. Es ist moglich, dafi die Hypo- 
these fur diesen plastischen Zustand annahernd zutrifft, dafi also bei 
hohen negativen Werten von <r, die Durchmesser der Hauptkreise fiir 
die Spannungszustande auch der sproden Stoffe an der Fliefigrenze 
annahernd konstante Werte annehmen. Sie trifft ferner zu bei alien 



204 

plastischen Stoffen, zu denen z. B. das weiche Schmted- und Flufl-> 
eisen zu zahlen ist. Dagegen kann sie eine aUgemeine Gultigkeit 
nicht in Anspruch nehmen; denn sie steht in Widerspruch mit def 
allgemein bekannten Tatsache, daB die Hauptkreise der drei 
Spannungszustande I, II, III fiir die cneisten gleichartigen Stoflfe und 
Baumaterialien Durchmesser von sehr verschiedenen GroBen haben. 

9. Begriindung einer neuen Hypothese fur isotrope 
Stoffe. Die zuletzt besprochene Hypothese scheint der Wahrheit 
insofern naher zu kommen, als sie die Spannungen der Gleit- und 
Bruchflachen als die maBgebenden GroBen in Betracht zieht; denn 
das Gleiten und Brechen wird doch wohl zunachst abhangig sein 
von den Spannungen derjenigen Flachen, in welchen diese Be- 
wegungen wirklich stattfinden. Dagegen berechtigt keine Erfahrungs- 
tatsache zu der Annahme, der Eintritt der Bewegungcn sei allein 
abhangig von der Schubspannung und unabhdngig von der Normal- 
spannung jener Flachen. Die Unzulassigkeit dieser Annahme tritt 
schon zutage, wenn man ein Material sich vorstellt, dessen Schub- 
festigkeit sehr klein oder gleich null ist. Der Verschiebung zweier 
Korperteile gegeneinander ^viirde in einem solchen Falle die Beibung 
sich entgegensetzen, die von der GroJBe des Nomialdruckes wesent- 
lich abhangt. Wir halten es daher fiir zweckmaBig, der Annahme 
die allgemeinere und vorsichtigere Fassung zu geben: Die Elastizi-- 
tdtsgrenze und die Bruchgreme eines Materials werden hestimmt durch 
die Spannungen der Gleit- und Bruchflachen. Diese Annahme wiirde 
auch dann noch zutreffen, wenn fur gewisse, bei der vierten Hypothese 
besprochene Falle sich ergeben soUte, daB nur die Schubspannung 
maBgebend sei. Vielleicht ware es vorzuziehen, anstatt der wirk- 
lichen die reduzierten Spannungen der Gleitflachen als die maB- 
gebenden GroBen in Betracht zu ziehen. Bei dem gegenwartigen 
Stande unserer Erfahrungen, besonders iiber die Zustande in der 
Nahe der Bruchgrenze, ist dies jedoch untunlich, und wahrscheinlich 
wiirden sich auch die Ergebnisse nicht erheblich andern. 

Wir betrachten nun einen Korperpunkt, der in einem Grenz- 
zustande, z. B. an der Elastizitatsgrenze, sich befindet, und be- 
zeichnen mit <ri, ^i die Spannungen einer in diesem Punkte sich 
bildenden Gleitflache unmittelbar yor Ueberschreitung der Grenze. 
Wir lassen die Normalspannung oi dieser Flache unverandert und 
stellen die Frage: Durch weiche Aenderung der Schubspannung xi 
wird die Grenzuberschreitung herbeigefiihrt werden konnen? Mit 
sehr groBer Wahrscheinlichkeit wird anzunehmen sein, daB hierzu 
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eine Vergrofierung von ti erforderlich ist, weil eine Versehiehung 
nicht wohl durch eine Verrninderung der Schubspannung veranlaBt 
werden kann. Durch diese Ueberlegung gelangen wir zu der fol- 
genden Erweiterung der Hypothese: Die Schubspannung der Oleit- 
fiache erreicht an der Greme einen von der Normalspannung und von 
der MateriMeschaffenheit abhdngigen Grofitwert. 

In der graphischen Darstellung eines Grenzzustandes, Abb. 13, 
muB der einer Gleitflache entsprechende, durch die Koordinaten oj, t^ 
bestimmte Punkt ff j auf dem Hauptkreiee XZ licgen] denn dieser 
Kreis enthalt innerhalb des dargestellten Spannungszustandes alle 

Punkte, die bei gegebener 
A+r Abszisse oi die grdfitmog- 

liche Ordinate t^ haben. 
Wir schlieflen hieraus : 
Jede in einem KorperpunUe 
entstehende Gleitfldche oder 
BruchfldcJie gehl durch die 
y-Achse dieses Punkles, 
also durch die Richtung der 
mitUeren Hauptspannung a^, 
Wenn die mittlere Haupt- 
spannung Cg gleich einer 
der beiden anderen, z. B. 
gleich Cx ist, so wird die 
Richtung der y-Achse unbestimmt und kann mit jeder Richtung in 
der xy-Ebene zusammenfallen. 

Der einer Gleitflache entsprechende Punkt Gi mu6 ferner der 
Kurve angehoren, von der die Hauptkreise aller an der Grenze 
liegenden Spannungszustande eingehiillt werden; denn diese Hiill- 
oder Grenzkurve bildet den geometrischen Ort desjenigen Punktes, 
dessen Ordinate, innerhalb der an der Grenze liegenden Spannungs- 
zustande, bei gegebener Abszisse oi ihren groBten Wert t^ erreicht. 
Die Hiillkurve ist symnietrisch zur (X-Achse geformt, weil die Mittel- 
punkte aller Hauptkreise auf dieser Achse liegen. Sie beriihrt also 
jeden an der Grenze liegenden Hauptkreis in jgwei Punkten G^, G^t 
durch die fiir den betreffenden Korperpunkt jnvei Gleitflachen be- 
stimmt werden: In jedem KorperpunUe, in welchem die ElastizitdtS" 
grenze oder die Bruchgrenze iiberschritten wird, bUden sich zwei Gleit- 
fldchen; diesdben schneiden sich in der y -Achse des Korperpunktes 
und schliejSen mit der Richtung einer jeden der Hauptspannungen Cx 
und c, gleich grofie Winhel ein. Bei gleicher Grofle zweier Jiaupt- 




Abb. 13. 
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spannungen, z. B. (fj. und Cy, tst zwar die zur Hauptspannung cr, 
normal gestellte Ebene xy bestimmt, aber die Achsen x und y 
konnen in dieser Ebene jede Richtung annehmen. Von der Stellung 
der Gleitflachen kann in diesem Falle nur ausgesagt werden, dafi 
sie sich in einer Geraden der .r^-Ebene schneiden und mit der 
Hauptspannung oi gleiche Winkel einschliefien. 

Zur Bestimmung der Hiillkurven, durch welche die Elastizitats- 
grenze und die Bruchgrenze eines Materials dargestellt werden, liefert 
die Erfahrung leider nur wenige und unsichere Anhaltspunkte; 
insbesondere ist uns iiber die Elastizitatsgrenze bei verschiedenen 
Spannungszustanden nur wenig bekannt. Die folgenden Bemerkungen 
beziehen sich daher zunachst auf die Bruchgremhurve. Die Kurve 
schneidet wahrscheinlich die positive cr-Achse. Die unbekannte 
Abszisse des Schnittpunktes B bezeichnet den Spannungszustand, 
durch den bei gleicher positiver GroBe aller drei Hauptspannungen 
der Bruch herbeigefuhrt wird. Ein solcher Spannungszustand kann 
zwar durch den Versuch nicht hergestellt werden; es ist jedoch 
kaum zu bezweifeln, dafi es moglich sein wiirde, durch allseitig 
gleich groBe Zugspannungen den Bruch herbeizufiihren. Dagegen ist 
es wahrscheinlich unmoglich, einen gleichartigen Korper durch gleich- 
mafligen Druck von alien Seiten zu zerbrechen. Foppl ist es zwar 
gelungen, Probekorper aus Zementmortel und aus Sandstein durch 
einen starken Flussigkeitsdruck zum Bruch zu bringen; er nimmt 
jedoch an, dafl mangelhafte Gleichartigkeit des Materials mitgewirkt 
habe, und wahrscheinlich wird auch das ungleichmaBlge Eindringen 
der Fliissigkeit in die Poren der Versuchskorper nicht ohne EinfluB 
geblieben sein. Jedenfalls wird der Schnittpunkt der Grenzkurve 
mit der negativen cr-Achse, wenn nicht unendlich fern, so doch sehr 
fern liegen. 

In der Regel ist die Druckfestigkeit des Materials grofier als 
die Zugfestigkeit; in der Nahe der ir-Achse vermindert sich daher 
die Ordinate der Grenzkurve bei positiver Zunahme der Abszisse c. 

Es ist ferner wahrscheinlich, daB jedes Material bei allseitig 
hohem Druck in den plastischen Zustand versetzt wird, in dem die 
Schubspannung der Gleitflachen nahezu konstant und also unabhangig 
von der groBen negativen Normalspannung wird. Hieraus ist zu 
schlieBen, daB die Grenzkurve ihre konkave Seite der c-Achse zu- 
kehrt, und daB die Tangentenrichtung mit wachsender negativer 
Abszisse des Beriihrungspunktes der Richtung der cr-Achse sich 
nahert. 
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lO. Vereinfachte Darstellung der Grenzkurven. Bei 
Festigkeitsversuchen kommen fast ausschlieBlich solche Spannungs- 
zustande in Betracht, welche zwischen den beiden Zustanden 

I: Cx = 0, (Ty = 0, c, = + *i 

und II: (Taj = — Xj, Oy = 0, cr^ = 

liegen. Ebenso kommen bei der Anwendung der Festigkeitslehre 
auf die Berechnung der Baukonstruktionen in der Regel nur solche 
Spannungszustande in Frage, die innerhalb der Elastizitatsgrenzen 
auf einem kleinen Gebiet, namlich zwischen den Zustanden 

und VI: Cx = — xe, cr^ = 0, oi = 

liegen. Innerhalb dieser Grenzen wird man ohne groBen Fehler die 
Hiillkurven ersetzen konnen durch die auDeren Tangenten der beiden 

Kreise, welche die be- 
A*^ zeichneten Zustande I, II 

Oder V, VI darstellen. 
Aus dieser vereinfachten 
Darstellung ergeben sich 
Beziehungen, welche 

durch Versuche gepriift 
werden konnen. 

Die Abb. 14 ent- 
halt fiir ein Beispiel die 
Hauptkreise der Span- 
nungszustande I, n, III 
an der Bruchgrenze, die 
dargestellt wird. Fiir dieses 




•--kff 



Abb. 14. 



durch die Tangenten E^F^, ^^^i 
Beispiel ist also : 

Zwischen diesen vier positiven Groflen bestehen die Beziehungen 



\-^ X3J • \^z 2) ~ ^^ ' ^^ 



und weil 



ist, so verhalt sich 



woraus folgt: 



und 



B,E, =B^F,=B^O = x, 

X4 . X3 — ^2 ' -'*4» 



X3 = 



X, X2 



Xi +X2 

X4 = -^ y Xi Xj. 



(16) 



(17) 



208 



In Abb. 15 wird ein Spannungszustand an der Bruchgrenze 
innerhalb des hier in Betracht gezogenen Gebietes dargestellt. Die 
zu AGi und AO2 normal gestellten Bruchflachen des Korperpunktes A 
bilden zwei Winkel y 
und (I8OO — <p), welche 
durch die Gleichung 

^^^ 9 = ^ I ' (18) 

(vergl. Abb. 14) be- 
stimmt werden. Der 
spitze Winkel (p wird 
durch die Ricktung AX 
von Cx, der stump fe 
(180^ — ^) durch die 
Ricktung AZ von (fz 
halbiert 

In alien Span- 
nungszustdnden an der Bru^chgrenze ist die Orofie des Winkels <p, 
also die Stellung der Gleitfldchen gegen die Hauptebenen der 
Korperpunkte unverandert dieselbe, 

Man ersieht aus den Abb. 14 und 15, dafl mit Beriicksichtigung 
der Vorzeichen: 




Abb. 15. 



0M = 



2 



MX=MZ = 



(Sz — (Sx 

2 



folglich 



^ — ^3 = ;!> cos 9 



2 "" ~ 2 

ist. Zwischen den beiden Hauptspannungen (X^, (T^ -eines Zustandes 
an der Bruchgrenze ergibt sich hieraus die Beziehung: 

Oi Xj — <Xr Xi = Xi X2. (19) 

Die Koordinaten (X, t irgend eines Punktes H (Abb. 15) der 
Tangente G^i^sind voneinander abhangig durch die Gleichung: 

r = X4 — cr cotg (p. 

Daher ist die Gleichung der beiden Geraden, welche die Bruch- 
grenze darstellen: 



"2 



X2 — Xi 



(20) 



"^ 2}/x,x~^' 

Ganz ahnliche Beziehungen bestehen fiir die Elastizitatsgrenze; 
um dieselben zu bilden, ist Xi mit X5, x^ mit xe und X3 mit X7 zu 
vertauschen. 
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II. Prufung der neuen Hypo these durch die Erfahrung. 

I . Die Flieftfiguren. Die Oberflache eines blank polierten 

Metallstabes bekommt, sobald beim Zugversuch die Elastizitatsgreoze 

iiberschritten wird, ein mattes Aussehen, als wenn sie von einem 

feinen Hauch oder Tau be- 

deckt ware. Im weiteren Ver- 

lauf des Versuches wird der 

Hauch allmahlich grober, und 

es entwickelt sich in manchen 

Fallen aus diesen Unebenheiten 

der Oberflache ein Lintennetz 

von auffallender RegelmaSig- 

Abb. i6. keit. Die Abb. i6, 17 und 18 

geben einige Bcispiele, die 

dem Handbuch der Mate- 

rialienkunde von Martens 

entnommen sind. Man 

kann, wie zuerst von 

Pohlmeyer geschehen ist, 

diese Erscheinung an 

Eisenstaben besonders 

deutlich sichtbar machen, 

indem man durchGliihen 

Abb. 17. die polierte Oberflache 



des Stabes mit einer diinnen Oxydschicht bedeckt. Die 
Linien erscheinen dann auf der blauschwarzen Flache als helle 
A dem. Die Regelmalligkeit der Erscheinung ist in empfind- 
licher Weise von der Gleichartigkeit der Oberflache nschicht ab- 
hangig. Jede Storung dieser Gleichartigkeit, die bei der Bearbeitung 



210 

des Probestiicks durch Schlag, Druck oder andere auBere Ein- 
Avirkungen entstanden ist, macht sich durch Unregelmafligkeiten des 
Liniennetzes erkennbar; in manchen Fallen zeigt sich daher ein 
ziemlich verworrenes Gefiige. Auf diese Flieflfiguren wurde zuerst 
im Jahre i860 in Dinglers Journal von Lilders aufmerksam gemacht. 
Eingehende Mitteilungen enthalt das Handbuch der Materialienkunde 
von Martens, in dem besonders auf eine Abhandlung von Kirsch in 
den Mitteilungen aus den technischen Versuchsanstalten zu Berlin, 
1887, 1888 und 1889 Bezug genommen wird. 

Die ausfiihrlichsten und bestimmtesten Angaben enthalt das 
im Jahre 1 896 erschienene Buch des franzosischcn OfHziers L. Hart- 
mann: ,fDistribution des deformations dans les mStaux soumis h des 
efforts''. Dieses Buch gibt Beschreibungen und zahlreiche Ab- 
bildungen von Flieflfiguren, welche an Probestaben aus Eisen, Stahl, 
Kupfer, Zinn, Zink, Blei und anderen Metallen bei sehr verschiedenen 
Beanspruchungen durch Zug, Druck, Biegung, Stofi usw. beobachtet 
worden sind. Aus diesem reichhaltigen Material zieht der Verfasser 
folgende Schliisse, die mit den Ergebnissen unserer Hypothese in 
bemerkenswerter Weise iibereinstimmen: 

Die an einem gleichartigen Korper nach Ueberschreiten der 
Elastizitatsgrenze zu beobachtenden Formanderungen erstrecken sich 
nicht auf die kleinsten Teile des Korpers. Sie bestehen vielmehr 
darin, dafl Korperteile von endlicher Ausdehnung in zwci Gruppen 
von Gleitschichten sich gegeneinander verschieben. Die Spuren 
dieser Gleitschichten an der Oberflache des Korpers bilden die 
Flieflfiguren. Bei gleichbleibender Art und tcachsender Grofie der iw- 
anspruchnahme bleibt die StcUung der Gleitschichten unverdndert bis 
zum BnAch, Oft fallen die Bruchflachen zusammen mit einzelnen 
Gleitschichten. Die benachbarten Gleitschichten einer Gruppe sind 
parallel zueinander gestellt. Beide Gruppen kreuzen sich unter 
einem Winkel if, dessen Jconstante Grofie nur von der Material- 
bescha/fenheU, also nicht von dem Spannungseusiande der betreffe^idcn 
KorperpunlUe und nicht von der Grofie der Spannungen abhdngig ist, 
Bei gleicher Gattung^ aber wechsclnder Bcschaffenhcit des Materials 
weicht der Schnittwinkel <p desto mehr von 90^ ab, je hdrier und 
sproder das Material ist^ je mehr also die DrucJcfcstigkeit x^ die Zug- 
festigkeit xj iiberwiegt (vergl. Gleichung 18). Die Abweichung ist 
z. B. grofler fiir harten Stahl als fiir weichen. In Prismen, die in 
ihrer Achsenrichtung gezogen oder gedriickt werden, wird der Gleit- 
schichtenwinkel von der Achsenrichtung halbiert. Dieser von der 
Achsenrichtung halbierte Winkel ist in einem gezogenen Prisma 
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stets groBer, in einem gedriickten Prisma stets kleiner als 90^, mit 
anderen Worten: der spitze Winkel <p wird dwrch die Richtung von 
<&, der stump fe (180 — (f) durch die Richtung von c, halbiert (vergl. 
Abb. 15). Fiir ein und dasselbe Material erganzen sich die oben 
bezeichneten, bei Zug und Druck von der Achsenrichtung halbierten 
Winkel zu 180^. Sie dndem sich nicht, wenn ein gerades Prisma in 
einer Achsenrichtung geeogen und gleieheeitig rechtunnJdig zu dieser 
Richtung gedriicht unrd. In betreflf der Einzelheiten muB auf das 
Buch von Hartmann verwiesen werden, da sie ohne zahlreiche Ab» 
bildungen nicht wiederzugeben sind. 

Die in den deutschen Versuchsanstalten von Kirsch, Martens 
und anderen gemachten Beobachtungen widersprechen den vor- 
stehenden Angaben nicht; sie sind aber weniger bestimmt als die 
Mitteilungen Hartmanns. Vielleicht ist dieser Unterschied dadurch 
begriindet, daB Hartmann auBer dem oben beschriebenen, auch von 
Pohlmeyer angewandten Verfahren noch ein zweites Hilfsmittel ent- 
deckt hat, um die FlieBfiguren deutlicher sichtbar zu machen. Das 
Material in unmittelbarer Nahe der Gleitschichten wird namlich, 
vielleicht infolge einer Lockerung des Gefiiges, von Sauren starker 
angegriffen als die iibrigen Korperteile. Wenn also der Probestab 
wdhrend des Versuehes in ein Saurebad eingetaucht und der Ein. 
wirkung desselben eine Zeitlang ausgesetzt wird, so zeigen sich die 
Spuren der Gleitschichten an der Oberflache als feine, vertiefte Linien. 
Es ist Hartmann gelungen, das Bestehen der Gleitflachen bereits 
vor dem Ueberschreiten der Elastizitatsgrenze nachzuweisen, und er 
schlieBt hieraus mit Recht, daB die elastischen Formanderungen auf 
demselben Wege zustande kommen wie die bleibenden. 

2. Die Bruchflachen plastischer Materialien, ins- 

besondere des FluBeisens. Ein Rundstab aus FluBeisen zeig^, 

wenn er beim Zugversuche bricht, die bekannte Einschniirung und 

darin eine trichterfonnige Bruchflache. Die Abb. 19 und 20 zeigen 

Beispiele aus dem Handbuch von Martens. Aus der Richtung der 

Krafte, die auf den Stabteil in der Einschniirung von den benach- 

barten Korperteilen iibertragen werden (Abb. 21), laBt sich erkennen, 

daB alle drei Hauptspannungen der Korperpunkte in diesem 

Stabteile posUiv sind. Man kann die Hauptspannungen ihrer unge- 

fahren Richtung nach durch die Bezeichnungen achsial, radial und 

tangential voneinander unterscheiden. Die achsiale Hauptspannung 

ist jedenfalls die groBte und daher mit (f^ zu bezeichnen. Am 

Rande der Bruchflache nahert sich die radial gerichtete Haupt- 

14' 





spannung notwendig der GroQe null und tragt daher die Bezeich- 

nung ffj-, Fijr die Korperpunkte am Kande geht daher die Bnich- 

flache durch die mit 

der y-Achse zusammcn- 

fallende Tangente, und 

da Tiir weiches Flufleisen 

annahernd 

xi=Kj und also y:^90° 

ist, so muC der Hypo- 

these gemaB die Bruch- 

flnche mit der Achse 

ungefahr einen Winkel 

von 45 o einschliefien. 

Dieser Bedingung ent- 

spricht der aus der Er- 

fahrung bekannte Rand- 

trichter {Abb. 19). 

In den Korper- 
punkten desmj^erenTeils 

der Bruchflache kanti die radiale Hauptspannung gleich, groBer Oder 
kleiner als die tangentiale sein, und es laQt sich aus theoretischen 
Griinden nicht entscheiden, welcher dieser drei Falle der wahrschein- 
lichere ist. Nur im Mittelpunkt der Bruchflache muil der Symmetrie 
wegen tf, gleich c^ sein. Nach den Mitteilungen des Handbuches 
von Martens scheinen in Wirklichkeit alle drei Falle vorzukommen, 
also von Zufalligkeiten abhangig zu sein. 

Wenn c^ gleich c, ist, so wird die Lage der y-Achse in der 
zur Stabachse rechtwinklrg gestellten Ebene unbestimmt. Beachtet 
man nun, daU die Korperpunkte, welche in der Mitte der Ein- 
schniirung dem Bruchzustande sich nahern, eine Schicht von nur 
geringer Hohe bilden, so ist der Hypothese gemafl an^unehmen, 
daU der mittlere Teil der Bruchflache aus einer groBen Anzahl von 
Flachenelementen besteht, die gegen die Stabachse ungefahr um 45°' 
geneigt, im iibrigen aber unregelmaOig gestellt sind. Wenn im 
Grenzfalle die bezeichnete Schicht unendlich diinn wird, so geht die 
beschriebene Bruchflache in die zur Stabachse rechtwinklig gestellte 
Ebene fiber. Die Erfahrungstatsache, daB der mittlere Teil der 
Bruchflache in manchen Fallen mit dieser Ebene nahezu zusammen- 
fallt, widerspricht also keineswegs der Hypothese. 

Die beiden anderen Falle scheinen weniger haufig vorzu- 
kommen, Ist die radiale Hauptspannung groBer als die tangentiale. 
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so fallt die y-Achse des betreflenden Korperpunktes mit seinem 

Halbmesser zusaminen. Bei geringer Hohe der oben bezeichneten 

Schicht mu6 die Bnichflache alsdann aus einer Anzahl von radial ge- 

richteten Riicken 

und Talern be- 

stehen, die in den 

eben falls dem 

Handbuch von 

Martens entnom- 

menen Betspielen 

in Abb. 22 u. 23 

deutlich zu er- 

kennen sind. 

Istendlich die 
tangentiale Haupt- 



Abb.ia. Abb. 83; 

spannung die grCfiere, so muB auch der mittlere Teil der Bruchflache 
aus einer oder aus mehreren Kegelflachen oder Pyramiden bestehen, 

wie die Abb. 24 
und 25 zeigen. 

3. DieBruch- 

flachen sproder 

Korper beim 

Druckversuche. 

I j Wenn ein Zylinder 

Oder ein Prisma A 

Abb. »4. Abb. 15. (Abb, 26) durch 

Druck in der 

Achsenrichtung zum Bruche gebracht wird, so begin nt derselbe 

an den Kanten der Dnickflachc. Infolge des Reibungswider- 

standes, welchen die Druckplatten B, B der Querdehnung des 

Probestiickes A entgegensetzen, bildet die Hauptspannung a^ an den 

bezeichneten Stellen mit der Richtung des Druckes P einen Winkel a. 
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der sich dem Reibungswinkel mehr oder weniger nahert. Die 
Bruchflachen schlieBen mit der Richtung von ^ajWinkel von der 



GroBe 



Der Kegel oder die Pyramide iiber der Druck- 



flache hat daher an der Spitze einen 
Winkel von der Grofle 2a + y. Beide 
Winkel a und (jp sind unbekannt, und 
ihre Schatzung ist sehr unsicher. Unter 
sonst gleichen Umstanden wird der 
Winkel a der geringeren Querdehnung 
wegen desto kleiner sein, je barter und 
sproder das Material ist. Auch der 
Winkel y ist fur hartes Material kleiner 
als fur weiches. Die Hypothese fiihrt 
also zu der Folgerung, dafi die sogenannien 
Bruchpyramiden unter sonst gleichen Um- 
standen desto spUzer sein miissen, Je 

hdrter und sproder das Material ist. Diese Folgerung wird von 
der Erfahrung durchaus bestatigt (vergl. Bauschingers Mitteilungen, 
Heft 6, S. 7). 





\ 
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Abb. 26. 



4. Die Elastizitatsgrenzen der Spannungszustande V, 
VI, VII. Battschinger beschreibt im drltten Hefte seiner Mitteilungen 
Versuche mit neun verschiedenen Sorten Bessemereisen, durch die 
er die oben mit x^, Xg, xj bezeichneten Elastizitatsgrenzen der Zug-, 
Drttck- und Z)reAun^$spannungen bestimmt hat. 
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Die erste Reihe der vorstehenden Tabelle gibt den Kohlenstoff- 
gehalt k des Probestiickes in Hundertteilen an, die drei folgenden 
Reihen enthalten die Versuchswerte in kg/qmm, und in der letzten 

Reihe sind aus den Versuchswerten von xk und x^ die Werte — ^, ^ 

berechnet, die Xf unserer Hypothese gemafi nach Gleichung 16) an- 
nehmen miifite. Der Vergleich mit den Versuchswerten von X7 er- 
gibt eine sehr befriedigende Uebereinstimmung, wahrend die altere 
Annahme 

X7 = 0,8 X5 

auch nicht annahernd bestatigt wird. 

In The Philosophical Magazine, ipcx) berichtet James Quest 
uber sehr ausgedehnte und mit vollkommenen Hilfsmitteln ange- 
stellte Versuche zur Bestimmung der Elastizitatsgrenzen von Stahl, 
FiuBeisen, Kupfer und Messing, insbesondere zur Feststellung des 
Einflusses der ztveiten Hauptspannung <^y. AIs Versuchskorper 
kamen Rohre von 32 mm Durchmesser, 0,6 bis 0,9 mm Wand- 
starke und 300 mm Lange zur Verwendung. Diese Rohre konnten 
zugleich oder gesondert den Einwirkungen einer Zugkraft in der 
Achsenrichtung, eines Drehmomentes und eines inneien Flussig- 
keitsdruckes ausgesetzt werden. Mit verhaltnismaBig groBer Be- 
stimmtheit lieBen sich hierdurch alle Spannungszustande an der 
Elastizitatsgrenze herstellen, die zwischen den von uns mit V und VII 
bezeichneten Zustanden 

V: (fx = 0, c;, ==-j-X5 

VII: (Ta. = — X7, (X, = -f- X7 

liegen. Selbstverstandlich war es wegen der Knickgefahr nicht mog- 
lich, den Spannungszustand 

VI: (fx = — XQ, (^ = 
in den diinnwandigen Rohren hervorzurufen. Leider wurde auch an 
Versuchskorpern von anderer Form dieser Zustand nicht beobachtet; 
die Ergebnisse wiirden durch eine solche Erganzung noch erhebUch 
an Wert gewonnen haben. Innerhalb der bezeichneten Grenzen 
ergab sich, daJ3 die miitlere Hauptspannung a^ keinen Einflufi auf die 
Orqfien der beiden Orenzspannungen d^ und cx, ausubt. Wenn dem- 
nach z. B. der Spannungszustand 

(Tx = 0, tfy = 0, <4 = 20 
an der Elastizitatsgrenze liegt, so beriihrt auch der Zustand 

ax = 0, (ry = 20, <4 = 20 
die Grenze. Dieses Ergebnis widerlegt die Hypothesen 2 und 3, 
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bestdHgt dagegen unsere Anndhmen; denn die soeben als Beispiele 
angefiihrten beiden Spannungszustande werden durch einen und 
denselben Hauptkreis dargestellt. 

Es ergab sich ferner in Uebereinstimmung mit Bauschinger, 
dafi fiir die Zustande an der Elastizitatsgrenze der genannten 
plastischen Metalle die groSte Schubspannung 

(f» — dx 

• max ^\ 

einen nahezu konstanten Wert hat. Fiir Flufieisen konnte die Be- 
ziehung noch genauer dargestellt werden durch die Angabe, daB 
der Wert (0,52 <h — 0,48 o*) von konstanter GroBe ist. Fiir dieses 
Material ist demnach (Gleichung 18) 

52 — 48 1 

"^'^=52HM8- = T5 • 
Auch diese Ergebnisse stehen mit unseren Annahmen durchaus im 
Einklange; denn in der Zeichensprache unserer graphischen Dar- 
stellung haben die vorstehenden Angaben die Bedeutung, daB die 
Hullkurve der Hauptkreise innerhalb der hier in Betracht komnienden 
Grenzen, wie es von uns geschehen ist, durch zwei gemeinschaft- 
liche Tangenten ersetzt werden darf. 

Die Versuche von Bauschinger und Guest bieten unseres Er- 
achtens die scharfste Probe fiir die Brauchbarkeit der neuen Hypo- 
these, weil die Elastizitatsgrenze weit genauer und bestimmter sich 
beobachten lafit als die Bruchgrenze. Man vergleiche hieriiber die 
Angaben von Bauschinger, Heft 3. 

5. Die Bruchgrenzen der Spannungszustande I, II, 
III, IV. Wenn die mit xi, x^, X3, x^ bezeichneten Spannungsgrenzen 
fiir irgend ein isotropes Material mit einiger Genauigkeit bekannt 
waren, so wiirden die Gleichungen 16) und 17) Gelegenheit zur 
Priifung der neuen Hypothese bieten. Leider ist dies nicht der 
Fall. Es ist unmoglich, die Spannungszustande, welche beim Bruche 
wirklich eintreten, mit einiger Bestimmtheit, d. h. durch ihre Haupt- 
spannungen anzugeben. Hierzu kommt, daB der Bruch keine Er- 
scheinung ist, die scharf bestimmt und beobachtet werden kann. 
Weiche und plastische Materialien entziehen sich durch FlieBen ganz 
dem Bruche, wahrend bei harten und sproden Korpern lange vor 
der vollstandigen Zertriimmerung einzelne Risse und Spriinge ein- 
treten. Was als ,, Bruch** zu bezeichnen ist, dariiber besteht unter 
den Experimentatoren keineswegs Einigkeit. Aus diesen Griinden 
sind die meisten Versuchsergebnisse iiber die Bruchgrenzen hochst 
unsicher und ungenau. 
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Am groBten ist die Unsicherheit beim Schubversuche, weil die 
Verteilung der Schubkraft iiber die Bruchflache und auBerdem die 
Normalspannungen dieser Flache ganz unbekannt sind. Das Ver- 
suchsergebnis, Schubkraft dividiert durch Bruchflache, kann daher 
weit abweichen von der Schubspannung x^, die in Verbindung mit 
der Normalspannung null den Bruch herbeifiihrt. 

Nicht weniger unsicher sind die Ergebnisse der i>n«j^versuche 
mit manchen Baustoifen, insbesondere mit Steinen und Mortelarten, 
weil die Reibung zwischen den Druckplatten der Maschine und dem 
Probekorper einen sehr groflen und schwer bestimmbaren EinfluB 
ausiibt. Schon Vicat berichtete 1833 in den Annales des ponts et 
chauss^es, daB Probekorper aus Stein- und Mortelmaterialien, die 
von den harten Druckplatten der Maschine unmittelbar beriihrt 
werden, eine weit groBere Tragfahigkeit zeigen als unter sonst 
gleichen Umstanden in dem Falle, wenn zwischen Druckplatte und 
Probekorper eine weiche Zwischenlage, z. B. aus Pappe gelegt wird. 
Diese Erfahrung wurde spater vielfach bestatigt, und man neigte zu 
ihrer Erklarung der Annahme zu, daB das seitwarts gequetschte 
Material der Zwischenlage eine sprengende Wirkung auf den Ver- 
suchskorper ausiibe. Man hielt hieran auch dann noch fest, als sich 
zeigte, daB bereits eine ganz diinne Schicht von Schmiermaterial 
dieselbe und sogar eine noch starkere Wirkung ausiibt. 

Um diese Frage zu entscheiden, fuhrte Foppl vergleichende 
Versuche mit Zementwiirfeln aus, indem er die mittlere Bruch- 
spannung, d. h. die Bruchlast dividiert durch den Querschnitt des Probe- 
korpers, unter vier verschiedenen Umstanden ermittelte. Im ersten 
Falle beriihrten, wie es beim Druckversuche die Regel ist, die Druck- 
platten unmittelbar den Probekorper; im ztoeiten Falle wurden die 
Druckflachen mit einer diinnen Schmierschicht aus Stearin iiber- 
zogen, und im dritten Falle lag zwischen der Schmierschicht und 
dem Probekorper ein diinnes Messingblatt von 0,1 mm Starke, 
welches die Beriihrung des Stearins mit dem Probekorper, also das 
Eindringen der Schmiere in die Poren, vollstandig verhinderte. 
Endlich wurde im vierten Falle die Schmierschicht fortgelassen und 
das Messingblatt trocken zwischen Druckplatte und Probekorper 
gelegt. Die mittlere Bruchspannung in kg/qcm war 

■ 

im Falle 



>i i» 
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; 92 


2 : 


; 48 


3 : 


: 52 


4 : 


: 85. 
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Die Vermutung von der Sprengwirkung der Schmiere bestatigte 
sich also nicht; denn es war flir die Wirkung des Schmierens fast 
gleichgiiltig, ob der Zutritt des Schmiermaterials zu den Poren des 
Probekorpers moglich war oder nicht. Es kann hiernach kaum be- 
zweifelt werden, dafl die sehr groflen Unterschiede in den Werten 
der mittleren Bruchspannung lediglich durch die Reibung in den 
Druckflachen verursacht werden, wie ich dies in meiner ersten Ab- 
handlung iiberdiesen Gegenstand (Zivilingenieur 1882, S. 138) bereits 
ausgesprochen und naher dargelegt habe. 

Etwas grofiere Sicherheit bieten die Ergebnisse der Bruch- 
versuche mit harten und sproden Metallen, weil diese Materialien 
nicht fliefien, und weil die Reibung an den Druckplatten beim 
Druckversuche wegen der grofieren Harte des Probekorpers von 
geringerem Einflufi ist. Bach berichtet in seinem Buche Elasiuitdt 
und Festigkeit iiber vergleichende Versuche mit gleichartigen Probe- 
staben aus GuBeisen, fiir die er in kg/qnim 

X| = 16, X2 = 75, X3 = 13 

fand. Diese Zahlen bestatigen die neue Hypothese, weil die 
Gleichung 16) 

_ Xi X2 _ 16-75 _ ^ o 

genau den beobachteten Wert ergibt. 

Neuerdings hat Voigt aus einigen Bruchversuchen, die er mit 
Steinsalz und mit einem aus Paraffin und Stearinsaure zusammen- 
gesetzten Material anstellen lieB, den Nachweis zu fiihren versucht, 
dafi nicht nur die vierte Hypothese, der er auf Grund jener Ver- 
suche anfangs sich angeschlossen hatte, sondern auch die neue 
Hypothese unbrauchbar sei. Ob ihm dies gelungen ist, iiberlasse 
ich dem Urteil derjenigen Leser, welche von dem betreffenden 
Meinungsaustausch in den Annalen der Physik 1901, S. 567 und in 
der Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 190 1 S. 140 und 1033 
Kenntnis nehmen wollen. 

6. EipfluB der mittleren Hauptspannung er^ auf die 
Bruchgrenze, Fdjjpl beschreibt im 27. Hefte der Mitteilungen 
aus dem Miinchener Laboratorium einen Apparat, das BrucUkreuz, 
den er herstellen liefi, um auf vier Seitenflachen des wiirfelformigen 
Probekorpers gleich grofle Druckkrafte zu iibertragen und dadurch 
einen Spannungszustand an der Bruchgrenze zu erzeugen, in dem 
(Sx und dy gleich grofie negative Werte annehmen, wahrend az gleich 
null ist. Es ergab sich, dafi die beiden Hauptspannungen ax und 
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(Sy denselben Wert — x^ annehmen, wie (Sx in dem Spannungs- 
zustande II: 

(Sx= ^2, (Ty = 0, <fe = 0, 

dafi also die mittlere Haupispannung dy, ebenso wie Quest fiir die 
Elastizitatsgrenze feststellte, awcA avf die Bruchgrenze Iceinen Einflufi 
atisiibt Dieses Ergebnis steht im Einklang mit der neuen Hypothese, 
weil die beiden hier in Rede stehenden Spannungszustande durch 
einen und denseiben Hauptkreis dargestellt werden. 

Wehage erhebt in der Zeitschrift des Vereins deutscher 
Ingenieure 1905, S. 1079 Bedenken gegen diese Annahme und be- 
grundet dieselben durch ZerreiBversuche mit Papier. Es ist hier- 
gegen einzuwenden, dafi Papier ein Faserstoff ist, der auch nicht 
annahernd als ein isotroper Korper angesehen werden kann. Jeden- 
falls erscheint es ganz unzulassig, aus jenen Versuchen allgemeine 
Schliisse auf das Verhalten isotroper Korper zu ziehen. 

12. Literarische Notizen. Der Inhalt der vorstehenden 
Abhandlung wurde den folgenden zwei Aufsatzen entnommen: 

1. Uber die Darstellung des Spannungszustandes und des 
Deformationszustandes eines Korperelemcntes\ Zivilingenieur 1882, 
S. 113. 

2. Welche Umstdnde bedingen die Elastizitatsgrenze und den 
Bruch eines Materials? Zeitschrift des Vereins deutscher In- 
genieure 1900, S. 1524. 

Die im Abschnitt 2 abgeleitete und durch Gleichung 1) dar- 
gestellte Beziehung findet sich schon bei Cauchy, Exercises de 
Math^matiques 1829, T. IV, p. 41. 

Die im Abschnitt 5 beschriebene Darstellung eines Spannungs- 
zustandes durch einen Kreis wurde auf einem anderen Wege ab- 
geleitet von Culmann, Graphische Statik 1866, S. 226. Ausfiihrlich 
wird dieser Gegenstand behandelt von Jung, Zusammenhang ver- 
schiedener Abbildungen der elastischen Spannungsrerteilung \ Tech- 
nische Blatter 1903, S. 114. 

Eine Anwendung der neuen Hypothese gibt Roth, Die Festig- 
keitstheorien und die von ihnen abhangigeyi Formeln des Maschinen- 
baues] Zeitschrift fur Mathematik und Physik 1903, S. 285. 
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Abhandlung VI. 



BraphOBlafrschB Oarstellung der neueren Lehre vom Erddruck. 

I. Einleitende Bemerkungen. Die Bestimmung des Erd- 
drucks gcgen eine Stiitzwand bildet eine der altesten Aufgaben 
der Baumechanik. Ihre erste Losung verdanken wir Cotdonib, dessen 
Theorie spater von Poncelet weiter ausgebildet wurde. Der Ge- 
dankengang dieser Theorie, die bis zum heutigen Tage von den 
meisten Ingenieuren angewandt wird, ist folgender. Wenn eine 
Stiitzmauer unter Einwirkung des Druckes eines kohasionslosen und 
gleichartigen Erdkorpers einstiirzt, indem sie sich um die vordere 
Fundamentkante A (Abb. i) dreht, so rutscht ein Erdprisma BCD 
an dem ruhenden ^,, 

Erdkorper und an " 

der sich bewegenden 
Mauer nach unten. 
Die von der Wand- 
flache BG und von 
der Gleitflache BD 
auf das abrutschende 
Erdprisma zu uber- 
tragenden Krafte JB 
und Q miissen daher 
von den Normalen 
jener Flachen um 
die betreffenden Rei- 
bungswinkel y und ^ 
abweichen. Da die 
Mauer dem Abrutschen eines jeden Prismas widersteheh soil, so ist 
diejenige Lage der Gleitflache in Rechnung zu stellen, die den 
V/anddruck JB zum Maximum macht. Eine einfache Rechnung, die 
wir hier iibergehen konnen, fiihrt zu dem Ergebnis, dafl bei ebener 




Abb. I. 
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Begrenzung der Erdoberflache die Grofle des Erddrucks It dem 
Quadrat der Wandhohe BC proportional ist. Hieraus wird ge- 
schlossen , daB die Spannung des Wandflachendementes G dem 
Abstande CO von der oberen Mauerkante C proportional ist, und 
dafi also der Angriffspunkt E der Resultanten B durch die Be- 
dingung 



CE=^CB 



bestimmt wird. 



Bei der Beschreibung der Theorie wird in der Regel iiber- 
sehen, dafi sie auch den Angriffspunkt F des Druckes Q gegen die 
Gleitflache DB durch die Bedingung 

DF=^DB 

bestimmen wiirde, wenn ihre Voraussetzungen richtig oder auch 
nur moglich waren. Man iiberzeugt sich hiervon, wenn man die 
Krafte ins Auge fafit, die von den unendlich kleinen und geometrisch 
ahnlichen Erdprismen BDH und JDK (Abb. 2) aufzunehmen sind. 
Laflt man die Trennungsflache BD um den Punkt B sich drehen 

_ und betrachtet 



Oder/t^^ 



J7 



man hierbei den 
Winkel, um den 
die Richtung des 
Druckes Q gegen 
die Trennungs- 
flache von ihrer 
Normalen ab- 
weicht, als Funk- 
tion des ver* 
anderlichenDreh- 
winkels 

CBD = Q. 

so hat man zu 
Abb. 2. beachten , daB 

diese Funktion ihren Maximalwert xfj erreicht, wenn q die GroBe CBD 
annimmt. Nach der Lehre vom Maximum weicht auch der Druck T 
gegen die unendlich nahe benachbarte Trennungsflache BH von der 
Normalen dieser Flache um den Maximalwinkel \p ab. Dasselbe 
gilt von den Driicken q und t gegen die Trennungsflachen JD und 
JK\ denn die Spannungen der Flachenelemente einer jeden der vier 
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Trennungsflaclien J5Z), BH^ JD, JK miissen genau parallel ge- 
richtet sein, weil jede Abweichung hiervon eine Ueberschreitung 
des Grenzwertes \p bcdingt. Aus dieser Betrachtung folgt, dafi die 
beiden Kraftedreiecke QTO und qtg (Abb. 2), welche von 
den Kraften Q, T und g, t mit den Gewichten O und g der 
Prismen BDH und JDK gebildet werden, geometyisch dhnlich sind. 
Da hiernach 

q:Q = g:Q = DJ^: nff 

ist, so folgt, dafi der Angriffspunkt J^ der Resultanten Q durch die 
Bedingung 

DF=^DB 

bestimmt wird. Die beiden Krafte R und Q, die vor dem Einsturz 
der Mauer mit dem Gewichte P des Erdprismas BCD (Abb. i) im 
Gleichgewicht sich befinden sollen, werden durch die Coulombsche 
Theorie also nicht nur ihrer Bichtung, sondern auch ihrer Lage 
nach bestimmt, und sie ei'fulleii infolgedessen nicht die Haupt- 
bedingung des Oleichgeivichtes , nach der die drei Krafte in eineni 
PunJcte sich schneiden miissen, Jene Theorie setzt also etwa^ Unmog- 
liches voi'aits und ist aus diesem Ghrunde unbrauchbar, 

Manche Ingenieure glauben, den Irrtum in der willkiirlichen 
Annahme einer ebenen Gleitflache suchen zu miissen, und halten 
eine Berichtigung fiir moglich durch die Wahl einer gehriimmten 
Gleitflache, die den Bedingungen der Statik entspricht. Dem ist 
jedoch entgegenzuhalten , dafi keine einzige der Voraussetzungen, 
die der Coulombschen Theorie zugrunde liegen, mit der Wirklichkeit 
sich deckt. Wenn eine Stiitzmauer einsturzt, so verschiebt sich 
nicht etwa ein zusammenhangendes Erdprisma auf einer ebenen oder 
auf einer gekriimmten Gleitflache, sondern der gestutzte Erdkorper 
fallt in sich zusammen, indem die Erdteilchen in unzahligen Gleit- 
flachen sich gegeneinander verschieben, wahrend der stehen- 
bleibende Erdkorper nicht von einer Gleitflache, sondern von der 
natiirlichen Boschung begrenzt wird. Ueberdies ist der Einsturz 
der Mauer gerade das Ereignis, welches verhiitet werden soil und 
glucklicherweise in der Regel verhiitet wird. Die hierbei auftretenden 
Krafte haben fur den Baumeister nur ein nebensachliches Interesse, 
und bei keinem anderen Bauwerk fragt er nach den inneren Kraften, 
die bei dem Einsturz tatig sein wiirden. Daher ist auch die An- 
nahme, dafi der Erddruck mit der Normalen der Wandflache den 
Reibungswinkel y einschliefien miisse, durchaus unbegrundet. Reibungs- 
widerstande konnen nur erzeugt werden durch Bewegung, und i^or 
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Eintritt der Bewegung kann von Reibung nicht die Rede sein. 
Hierin liegt auch der Grund fiir die Unsicherheit und Unzuverlassig- 
keit der Versuche, die in aufierordentlich grofier Zahl angestellt 
worden sind, urn fiir die Theorie eine geeignete Grundlage zu ge- 
winnen. Bei alien diesen Versuchen liefi man den meflbaren Gegen- 
druck gegen eine bewegliche Wand, die auf ihrer anderen Seite den 
Druck des Erdkorpers aufnahm, so lange sich verringern, bis eine 
sichtbare Bewegung des Erdkorpers, also eine auffallende Storung 
des Gleichgewichtes eingetreten war. Die sehr kleinen Bewegungen, 
die notwendig vorhergehen miissen, um den Erddruck bis zu der 
bezeichneten Grenze herabzumindern, bleiben hierbei unbeachtet, und 
gerade diese Bewegungen bedingen die Grofie des Erddrucks in 
den verschiedenen Stadien des Versuches. Auf die GroBe des 
Druckes, die von einem ruhenden Erdkorper gegen eine ruhende 
Wand ausgeiibt wird, laBt sich aus solchen Versuchen kein SchluB 
Ziehen. 

Die neuere Theorie des ErddrucJcs wurde zuerst auf analytischerii 
Wege von Rmikine dargestellt Sie geht aus von der Betrachtung 
der Spannungszustande in einem kohasionslosen und gleichartigen 
Erdkorper, der nur von einer ebenen Oberflache begrenzt, seitlich 
aber unbegrenzt ist. Die Gleichartigkeit fordert, daB die Eigen- 
schaften, welche auf den Gleichgewichtszu stand eines Korperpunktes 
EinfluB ausiiben konnen, also die natiirliche Beschaffenheit , das 
spezifische Gewicht und der Reibungswinkel in alien Teilen des 
Erdkorpers iibereinstimmen, und dafl alle Korperpunlcte einer zur 
Oberflache parallel gestelUen Ebene in demselben Spannungszustande 
sich befinden. Die xndi^gehQnAtnFestigkeitseigenschaflen eines kohasions- 
losen Erdkorpers bestehen darin, daB sowohl seine Zugfestigkeit als 
auch seine Schubfestigkeit gleich null ist. Einer Verschiebung der 
Korperteile gegeneinander setzt sich also kein Festigkeitswiderstand, 
sondern nur die Reibung entgegen, deren GroBe dem Normaldruck 
der Trennungsflache proportional angenommen wird. Die Grenz- 
werte der Schubspannung r eines Flachenelements , welches zwei 
Korperteile von einander trennt, sind also von dem Normaldruck a 
dieser Flache abhangig durch die Grenzbedingung 

+ (r tgt//>z:> — (Ttg^. (I) 

Die allgemeinen Gesetze des Spannungszustandes eines Korper- 
punktes, die in der Abhandlung V abgeleitet und graphisch dar- 
gestellt worden sind, gelten auch fiir den Erdkorper; denn die 
einzige Voraussetzung, die jenen Gesetzen zugrunde gelegt wurde, 
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daB namlich die Spannungszustande der Korperpunkte mit . ihrem 
Orte stetig sich andern, gilt auch fiir den gleichartigen Erdkorper, 

2. Die Hauptachsen eines Punktes des Erdkorpers. 
Wir erinnern daran, dafl in jedem Korperpunkte A drei Ebenen 
rechtwinklig sich schneiden, deren Flachenelemente im Punkte A 
von alien anderen sich dadurch unterscheiden, dafi ihre Schub- 
spannungen gleich null sind (V, 3). Diese Hauptebenen des Punktes A 
schneiden sich in seinen Hauptachsen x, y, z, und ihre Normal- 
spannungen tfa., oy, Cg werden die Hauptspannungen des Punktes A 
genannt. Die Richtung einer der drei Hauptspannungen, die im 
folgenden mit <^ bezeichnet werden soil, ist fiir jeden Punkt durch 
die Bedingungen der Symmetrie gegeben: sie ist wagerecht und zur 
Erdoberflache parallel gerichtet; denn die zu dieser Richtung recht- 
winklig gestellte a^^s^-Ebene zerlegt den Erdkorper in zwei voll- 
kommen symmetrisch geformte Teile und kann aus diesem Grunde 
keine Schubspannungen iibertragen. In dem besonderen Falle, wenn 
die Erdoberflache wagerecht gestellt ist, sind aus dem genannten 
Grunde alle lotrechten Ebenen Hauptebenen eines jeden Kdrper- 
punktes, die in diesem Punkte Spannungen von gleicher Grofle 
iibertragen. In jedem anderen Falle, wenn also die Erdober- 
flache geneigt ist, sind die Richtungen der Hauptspannungen oic 
und Ce unbekannt und konnen nur in gewissen Grenzfallen bestimmt 
werden. 

In fast alien Anwendungen der Theorie des Erddrucks kommen 
nur die Spannungen der Flachenelemente in Betracht, die durch die 
y-Achsen der Korperpunkte gehen, und deren Spannungen durch den 
Hauptkreis x is in bekannter Weise dargestellt werden. Die folgenden 
Betrachtungen beschranken sich daher auf diesen Kreis. 

3. Der feste Punkt des Hauptkreises xz. Von alien 
Flachenelementen, welche durch die j/-Achse eines Korperpunktes A 
gelegt werden konnen, hat nur eins, namlich das zur Erdoberflache 
parallel gestellte Flachenelement, eine nach GroBe und Richtung 
unveranderliche Spannung ^o- -^^^^ iibrigen Spannungen im Korper- 
punkte A konnen innerhalb gewisser Grenzen verschiedene Werte 
annehmen. Die Hauptkreise xz aller moglichen Spannungszustande 
des Punktes A gehen also durch einen ftsten Punkt Pq, dessen 
Koordinaten durch die Normalspannung Oq und die Schubspannung r© 
jenes Flachenelements in folgender Weise bestimmt werden konnen. 

Das in Abb. 3 dargestellte Erdprisma ABCD wird durch drei 
Paare von Parallelebenen begrenzt. Die beiden Ebenen AB und AD 
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gehen durch die j/-Achse des Korperpunktes A; AD ist lotrecht, 
AB parallel zur Erdoberflache CD gestellt. Die beiden Seiten- 
flachen ABCD, AiBiC^Di schneiden diey-Achse rechtwinklig, bilden 
also eine Hauptebene eines jeden ihrer Punkte. Die von diesen 

beiden Flachen aufzunehmeiiden 



^^^iT/. ft 




Abb. 3. 



Normalkrafte P5, Pg fallen zu- 
sammen, sind der Symmetrie 
wegen gleich groB und bilden 
also eine Gleichgewichtsgruppe. 
Daher miissen auch die vier 
iibrigen Krafte: das GewichtPj 
des Erdprismas und die in den 
Seitenflachen AB, BC, AD auf 
das Prisma iibertragenen Erd- 
driicke P2, Pg , P4 eine Gleich- 
gewichtsgruppe bilden: 

Hierbei ist vorausgesetzt, dafl die 
Erdoberflache CD unbelastet ist. 
Die Gleichartigkeit des Erd- 
k6rpers,insbesondere dieVoraus- 
setzung, dafl alleKorperpunkte einer zur Erdoberflache parallel gestellten 
Ebene in demselben Spannungszustande sich beflnden, fordert, dafl 
die beiden Krafte Pj, Pj im Schwerpunkte E der Seitenflache AB 
sich schneiden und dafl die Krafte P3, P4 gleich grofl und parallel 
gerichtet sind. Dies ist nur moglich, wenn 

Pi^-^P^ und Ps^^P^ 
ist. Gibt man der Flache AB die unendlich kleine GroBe dF und 
bezeichnet man ihren Abstand von der Erdoberflache mit t, ferner 
das Gewicht der Volumeneinheit Erde mit y, so folgt, da 

Pi = rt dF und Pjj = ^0 dF 

ist, dafl die Spannung qq des zur Erdoberflache parallel gestellten 
Fldchenelementes AB vertikal gerichtet ist und die Orofie ty hat 

Wir bezeichnen den Neigungswinkel der Erdoberflache mit € 
und geben demselben das positive Vorzeichen, wenn die Oberflache 
von links nach rechts fallt. Die beiden Komponenten der Spannung q^ 
haben also die Groflen: 

Oq = — ^0 ^^s e und t© = ^0 sin «, 
Oder, ivenn y als Oewichtseinheit gewdhlt xoird: 

Oq = — t cos € und Tft = ^ sin €. 



Mo hi: AbluuidL a. d. Gebiete d. techniichen Hechanlk. 
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Diese Formeln bestimmen auch den Sinn der beiden Spannungen: 
die Normalspannung 0o ^^ ^^^ ni^ativ, wahrend die Schub- 
dpannung vq das Vorzeichen von sin € hat (vergl. V, 2). Wir erinnern 
daran, dafi in der graphischen Darstellung des Spannungszustandes 
(Abb. 4) die negative c;-Achse wagerecht nach Jinks, die positive 
T- Achse lotrecht jiach oben zeigt, und daS die Schubspannung r das 
positive Vorzeichen tragt, wenn sie das Korperelement im Sinne der 
Uhrzeigerbewegung zu drehen socht. Die Bedingung, daB die beiden 
Krafte Ps, P4 in Abb. 3 zusammenfallen miissen, gilt auch dann, 
wenn das Prisma ABGD unendlich klein ist. Es folgt hieraus, 
dafi die beiden durch die j/- Achse eines jeden Korperpunktes A 
gelegten Flachenelemente AB und AD, von denen die erste 
parallel zur Erdoberflache, die zweite lotrecht gestellt ist, him' 
jugierte Flachenelemente bilden; denn die Spannung von AB ist 
parallel zu AD und die Spannung von AD parallel zu AB ge- 
richtet. 

4. Die Grenzlinien der Hauptkreise eines Korper- 
punktes. Die Spannungskomponenten 6 und x einer jeden Trennungs- 
flache sind an die durch Gleichung 1) ausgedriickte Bedingung ge- 

bunden: 

+ ^ tg ^ > T > -^ <^ tg ^. 

Die beiden geraden Linien, welche durch die Gleichungen 

r = ± c^ tg ^ 

gegeben sind, bezeichnen also die Grenzen, zwischen welchen alle 
Hauptkreise eines jeden Korperpunktes liegen miissen. Diese beiden 
Geraden AO^ und AO^ gehen durch den Anfangspunkt A der Koor- 
dinaten <r, r und schliefien mit der cr- Achse den Reibungswinkel \p 
ein. Jeder durch den festen Punht Rq gehende Kreisy dessen Mittel- 
punM auf der a -Achse liegt, und dei' die Gremlinien nicht uber- 
schreitet, bildet die Darstellung eines moglichen Spannungszustandes 
im KorperpunJcte A. 

Die Abb. 4 zeigt einen der moglichen Spannungszustande flir 
den Punkt A^ dessen Abstand von der Oberflache 

t = ARo 
ist. Der ei'ste Pol der graphischen Darstellung ist der zweite Schnitt- 
punkt Q der Geraden ARq mit dem Hauptkreise; denn die Sehne QJRq 
mufi zur Oberflache parallel gerichtet sein. Um den ziveiten Pol P 
zu bestimmen, ist die lotrechte Sehne QV zu Ziehen. Der Pol P 
ist der Schnitt der Sehne VRq mit der tf- Achse, weil die beiden 
durch den Punkt A gelegten Flachenelemente von den Stellungen QR^ 
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und Q V cfinander konjugiert sind. Urn (lir den dargestellten Zu- 
stand die Spannungen ^ <f und t irgend eines anderen durch die 
y- Achse des Korperpunktes A gelegten Flachenelemehts r zu be- 
stimmen, ist die Sehne QiS parallel zu diesem Flachenelement zu 
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Abb. 4. 



Ziehen; die GroBen der Spannungen q^ a und r werden dann durch 
die Strecken AR, BR und CR dargestellt. Zieht man femer durch 
den Pol P die Sehne RPR^, so bestimmt die Gerade QiJ^ die 
RuMung der Spannung q (V, 5). 

5. Die beiden Grenzzustande eines Korperpunktes A. 
Die beiden Hauptkreise if^^i^a "^d R^GiG^ (Abb. 5), die durch 
den festen Punkt R^ gehen und die Grenzlinien AOu AQ^ beruhren, 
bilden die Darstellung der beiden Grenzen fur die Spannungs- 
zustande des Korperpunktes A. Die zugehorigen Pole p, q und P, Q 
werden bestimmt, wie im vorigen Abschnitt beschrieben worden ist. 

Fiir den untereny durch den Kreis R^gig^ dargestellten Grenz- 
zustand ist die Strecke Ae bestimmend: sie bezeichnet die Meinste 
Normalspannung, die im Punkte A iiberhaupt vorkommen kann. 
Diese Spannung hat die Richtung qx, das zugehorige Flachenelement 
ist also parallel zu q^ gestellt.. qx und qz sind in diesem Spannungs- 
zustande die Richtungen der Hauptachsen des Korperpunktes A, 
Wenn durch irgend eine auSere Einwirkung der von der Strecke Ag 
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dargestellte Minimalwett von a sich verringert, so wird das Glcich- 
gewicht des Korperpunktes ,4 gestort: der Hauptkreis iiberschfeitet 
die Grenzlinien in den Punkten ^i und g^, d. h.: in den beidan 
Flachenelementen von den StcUungcn qgi und qg^ iiberschreitet die 



Abh. 5. 

Schubspannung r ihren Maximalwert d tg ip, und infolgedessen ver- 
schieben sich die Erdteilchen bei A in diesen beiden Flachen gegen- 
einander. Die Geraden qg^ und qg^ bestimmcn also die Stellungen 
der Gleitflachen im Punkte A. Die beiden Gleitflachen sind kon- 
jugierte Flachen; denn die Geradejitja geht durch den Pol p. Da 
der Zentnwinkel gimg^ gleich 180° — 2i^ ist, so schlieSen die 
Gleitflachen niit den Richtungen qa: und qz der Hauptspannungen *, 

und tf, die Winkcl450-(-^ und 45° — |^ ein. 

Im oheren, vom Kreisf QGiG^ dargestellten Grenzzustande er- 
reicht in dem Flachenelement von der Stellung QX die Normal- 
spannung a ihren grqfitmogUcken Wert AX. Wenn diese Gren^e 
Ubcrschritten wird, so wird das Gleichgewicht gestort, indem sich 
die Erdteilchen bei A in zwei Gleitflachen von den Stellungen QG, 
und Q Gi gegeneinander verschieben. In diesem oberen Grem- 
eustande bestimmen QX und QZ die Stellungen der Hauptebenen. 
Die konjugierten Gleitflachen QGi, QG, bilden die beiden Winkel 
90° -\- y< und 90° — x/j, die von den Richtungen der Haupt- 
spannungen Ot und ffx halbiert werden, 

Wenn, wie bisher angenommen wurde, die Oberflache des 
Erdkorpers eine Ebcne ist, so sind die graphischen Darstellungen 
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der Grenzzustande fiir alle Korperpunkte geometrisch ahnlich. Fiir 
jeden der bdden Grenzzustande sind aUo die Ricbtungen der 
Hauptachsen und die Stellungen der Gleitflachen iiberall dieselben. 
Ein hohdsiondoser y gleichartiger ErdkSrper mU ehener Oberfiache hat 
demnach ebene Oleitfldchen. Die Hewegung, mit der die Stoning 
des Gleichgewichts beginnt, besteht darin, dafi sich die Erdteilchen 
in zwei Scharen von parallelen Gleitflachen gegeneinander verschieben. 

Zwischen den GroBen, die bei den Grenzzustanden in Betracht 
kommen, ergeben sich folgende Beziehungen. 

Aus Abb. 5 ist unmittelbar zu ersehen, dafi 

MA mA (Sx '\- dz 
ist. Fiir jeden der beiden Grenzzustande ist daher: 

^^ — 14- sin ^ '^ V-" 2 J ^^^ 

und 

AxiAmiAz = AX: AM: AZ = (1 -|-sin ^): 1 :(1 — sin tp), 

Ferner ersieht man aus der Zeichnung: 

Aq -f- AB^i = 2 Am cos « 
und 

Aq • ARo = Am cos^ ip. 

Folglich ist fiir den unteren Grenzzustand: 

AR^ = t = Am (cos e -|~ l^^^^s * « — cos * tp), 
Auf gleichem Wege ergibt sich fiir den obet'eti Grenzzustand: 

ARq =: t = AM (cos € — }/cos*« — cos* tp), 

Aus den vorstehenden Gleichungen erhalt man die Grofien der 
Hauptspannungen fiir den unteren Grenzzustand: 

t (1 + sin ip) 



(fx= — 



(h = — 



= Ax 



costf -f" l^cos* e — cos^xp 



cos € -j" /cos 

und (lir den oberen Grenzzustand: 

t (1 -|- sin xp) 



€ — cos ' ^ 



(3) 



CTr = 



tf,= — 



COS * — }/cOS^ € — COS* Ip 

t (1 — sin tp) 



- - = AX 



cos € — }/cOS* € — COS* tp 



= AZ. 
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6. Besondere Falle. Wenn die Oberflacbe des Erdkoipers 
wageredd, der Winkel b also gleich null ist, so liicnmt die Darstdlung 
der Grenzzustande die in Abb; 6 angegebene Form an. Der Punkt Rq 
fallt mit den Punkten x und Z^ der Pol q faUt mtt e und der 
Pol Q mit X zusammen. Im unfer^n Grenzzustande ist die numerisch 
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groflere Hauptspannung cTx lotrecht, die kleinere cr, wagerecht, wahrend 
im oheren Grenzzustande die numerisch g-roSere Hauptspannung fSx 
die horizontale Richtung hat Wie in Abb. 5 schlie^t die numerisch 
grofiere Hauptspannung cr» mit den Gleitflachen Winkel von der 

Groflc (45 o - ^) ein. 

Fiir den unteren Grenzzi^stand ist 

o'x = -f und tf, = - < tg> (450 - -|), (5) 

« 

und fiir den oheren ist 

iU^-t und tf,==_^tg«(450 + ^). (6) 

Wenn die unbegrenzte Oberflache die Neigung der natiirlichen 
Boschung hat, wenn also € gleich ip ist, so fallen, wie Abb. 7 zeigt, 
die beiden Grenzzustande zusammen, d. h. jeder Punkt des Erd- 
korpers beiindet sich in dem einzig moglichen Spannungszustande. 
Die beiden Pole q und Q fallen auf den festen Punkt R^, Die 
Richtungen QZ, QZ der beiden Hauptachsen bilden mit der Verti- 

kalen die Winkel (450.+ ^) und (450— -|). Von den beiden 
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Gleitflachen ist cSe eine lotrecht, die andere parallel zur Oberflache 
gestellt. Die beiden Hauptspannungen haben in diesem Falle die 
Grdflen 

. 1 + 3ifl If A , 1 — sin 1^ 

(fg=: — t — *- ^ und Og =z — t -^^. (7) 

coBtp cos ^ ^ ^ 
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Abb. 7. 

7. Ein Hilfsmittel zur Veranschaulichung der Ent- 
stehung der Grenzzustande. Im Abschnitt 5 ergab sich, daB 
die Richtungen der Hauptspannungen c^ und o. fiir jeden der beiden 

Grenzzustande in alien Punkten 
des Erdkorpers dieselben sind. 
Die beiden ninendlich diinnen Erd- 
prismen AB und AG (Abb. 8), 
die von etnem Pu;nkte A in den 
Richtungen der Hauptspannungen 
bis zur Oberflache reichen, verhalten 
sich also genau so wie eine zahe 
Fliissigkeit in einem vollkommen 
glatten Knierohre, dessen Wandungen also nur Normaldriicke^ nicht 
aber Reibungswiderstande auf die Fliissigkeit iibertragen konnen. 

Die Spannungen 0^ und Ct entstehen folglich durch den hydro* 
statischen DittcTc der beiden Fliissigkeitssaulen AB, AC und werden 
durch die Druckhohen DB, EC geniessen. Die Spannung Ct ist 
in Verbindung mit der inneren Reibung der zahen Fliissigkeit 
gerade groB genug, um die Stoning des Gleicl^ewichtes durch den 
Ueberdruck der Fliissigkdtssaule AB iiber die Saule AC zu ver* 
hindem. Eine aufiere Reibung an den absolut glatten Kohr- 




Abb. 8. 
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wandungen komtnt hierbei nicht ins Spiel. Elite VerminAeirung des 

Druckes a^ wiirde ebenso wie eine Verminderung^ der durch d<^n 

Winkel %p bestimmten inneren Reibung eine Stoning des Gleich- 

gewichts sofort zur Folge haben. Anderseits wiirde die Stoning 

auch durch die geringste Vergrofierung des Druckes a^ herbeigefiihrt 

werden konnen. Die Spannung az spielt sonach die Rolle eines 

passiven Widerstandes gegen eine Bewegung, die der aktive 

Druck (Sg herbeizufiihren bestrebt ist. 

Da das Verhaltnis der beiden Hauptspannungen, also der beiden 

Druckhohen DB, EC durch die Gleichung 2): 

(Xj. : (X, = DB : EC= (1 + sin ^) : (1 — sin tp) 

bekannt ist, so konnen die Richtungen der beiden Spannungen auch 

auf folgendem Wege bestimmt werden : Man zieht in irgend einem 

Kreise (Abb. 9) den Durch- 

messer JBTCJf ^parallel zur 

Obcrflache desErdkorpers, 

tragt den Zentriwinkel 

CMR gleich (900 — ^) 

auf und legt durch den 

Schnittpunkt H der Kreis- 

tangente BH mit dem 

Durchmesser JBC dieHori- 

zontale HEA^ A^ Z>. Hier- 

durch bestimmt man die 

Richtungen der Hauptspannungen A^B, A^C fiir den unteren und 

A^B, A^C fiir den oberen Grenzzustand; denn, wie Gleichung 2) 

fordert, ist 

. HB:HG = BD : (7^ = (1 -fsin ip) : (1 — simp). 

8. Anwendungen. Die im vorstehenden beschriebenen Eigen- 
schaften eines unbegrenzten, gleichartigen Erdkorpers wiirden nur 
dann eine praktische Bedeutung haben, 
wenn sie auf hegrenzte Erdkorper iiber- 
tragen und insbesondere auf die Be- 
stimmung des Erddrucks gegen Stiitz- 
mauern angewandt werden diirften. Auf 
den ersten Blick erkennt man, dafl eine 
allgemeine und unbedingte Anwendung 
nicht statthaft sein kann. Zerlegt man 
namlich einen unbegrenzten Erdkorper 

(Abb. 10) durch eine Trennungsebene AB in zwei Teile G 
und Z), so muB selbstverstandlich der Teil C gegen D den- 




Abb. 9. 




Abb. 10. 
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selben Druck P iibcrtragen wie umgekehrt D gegen C. Es 
wiirde aber ein Irrtum sein, wenn ' man annehmea. woUte, daD 
jede der beiden Stiitzmauern, durch die man einen der beiden 
Telle G und D ersetzen kann, diesen Druck P aufzunehmen hatte; 
denn man braucht nur den Winkel EAB gleich dem Boschungs- 
winkel xfj zu wahlen, um sofort zu erkennen, daS die beiden Driicke 
gegen die Stiitzmauern sehr erheblich voneinande^r abweichen 
konnen. In diesem Falle wiirde der Erdkorper C ohfie SUUeung 
im Gleichgewicht sich befiiiden und also gar keinen Erddruck auf 
die Mauer D iibertrs^en. Der Unterschied zwischen den beiden 
Fallen ergibt sich aus der folgenden Ueberlegung. 

Wird der Erdkorper D (Abb. ii) durch eine Mauer ge- 
stiitzt, so konnen sich die Spannungszustande in den Punkten E, F 
einer zur Erdoberflache parallel gestellten Ebene genau in der- 
selben Weise bilden wie im unbegrenzten Erdkorper. In dem 
Punkte E, unmittelbar neben der Mauer, kann ebenso wie in dem 
entfernter liegenden Punkte F die Hauptspannung ax hervorgerufen 
werden durch den hydrostatisehen Druck der zu jenqr Spannung 
parallel gestellten Erdschichten , und die MauQr ist ebenso wie der 
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Abb. II. 



Abb. 12. 



Erdkorper C imstande, die passiven Widerstande zu leisten, welche 
die Storung des Gleichgewichtes durch die Wirkung der Driicke Ox 
verhindern. Es besteht also keine Ursache, welche die Gleich- 
artigkeit der Spannungszustande in einer zur Oberflache parallel 
gestellten Ebene storen konnte. Selbstverstandlich wird hierbei 
vorausgesetzt, dafi nicht etwa absichtlich solche Storungen, z. B. 
durch besondere Lagerung der angeschiitteten Erdschichten oder 
durch Stampfen der Erdmasse in der Nahe der Stiitzmauer herbei- 
gefiihrt worden sind. 

Wird dagegen der Erdkorper C (Abb. 12) durch eine Mauer 
gestiitzt, so wird jene Gleichartigkeit der Spannungszustande durch 
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das Vorhandenmn dSr Mutut gest&rt; denn die ErdscKicht 6rjE^ die 
im unbegren:rten £rdkorper durch ihren hydrostatischen Druck die 
Spatinung (Ts im Futtkte Q erseugt, ufird 4urdh die Mauer zm% TeU 
beseitigt, und man darf nicht voraussetzen, daB der Dnick der 
Mauer gegen diese Erdschicht im Punkte J die Wirkung des Ge» 
wichtes der beseitigten Erdschicht J^f ersetzt. Die Spannuhgs- 
zustande in den Punkten O und H einer zur Oberflache parallel 
gestellten Ebene OH wetchen also in der Nahe der Mauer un« 
zweifelhaft voneinander ab. Es wird jedoch schwerlich gelingen. 
Art und Grofle der Abweichungen auf theoretischem .Wege oder 
durch Versuche festzustellen. 

Aus der vorstehenden Betrachtung schliefien wir, daJJ die Lehre 
vam Erddruck im gleichartigen^ unbegrenzten Erdkorper aufdie Unter- 
suchung der SidbHUdt von Stutamauern nur in scichen Fallen anwend" 
bar isty wenn die 0ur Hauptepannung Oa? parallel gestdUen SehickUn 
unten van der Mauer und oben von der Oberflache begrenet werden. 
Hiermit soil jedoch nur behauptet werden, dafi in den bezeich-* 
neten Fallen der Erdkorper gleichartig sein kann^ nicht dafi er 
gleichartig sein muj3. Abweichungen konnen in alien Fallen vor- 
kommen, und da sie von Zufalligkeiten abhangen, so entziehen sie 
sich der Beobachtung und der Beriicksichtigung. Die Ermittlung 
des Erddrucks gegen eine Stiitzwand bleibt also unter alien Um- 
standen eine statisch unbestimmte Aufgabe. Aber die Voraus- 
setzung der Gleichartigkeit des Erdkorpers ist in alien Fallen, wo sie 
zulassig ist, die einfachste und die natiirlichste, und sie steht weder 
mit einer bekannten Erfahrungstatsache, noch mit den Gesetzen der 
Statik in Widerspruch. 

9. Bestimmung des Erddrucks gegen eine ebene 
Wand fl ache. Bei der Bestimmung des Druckes eines angeschiitteten 
Erdkorpers gegen eine Stiitzmauer wird in der Regel vorausgesetzt, 
dafi der Erdkorper vollkommen kohasionslos sei und dafi er im 
unieren Grenzzustande des Gleichgewichtes sich befinde. Wenn, 
wie in den meisten - Fallen wohl anzunehmen ist, beide Voraus* 
setzungen nicht genau zutreffen, so sind die hierdurch herbeigefuhrten 
Fehler dem Sinne nach einander entgegengesetzt. Infolge der geringen 
Kohasion wird der Erddruck etwas kleiner, infolge der Abweichung 
von dem Grenzzustande etwas grofier, und man wird daher darauf 
rechnen konnen, dafi beide Einflusse wenigstens annahernd einander 
ausgleichen. 

In Abb. 13 ist ein Fall dargestellt, in welchem der gestiitzte 
Erdkorper ABH als gleichartig angeseben werden kann, weil die 
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durch den Fufipunkt^A der Mauer gelegte Richtung liiij? der Haupt* 
spannung Cg innerhalb des gestiitzten Erdkorpers liegt. Der 
Kreis qxa bestimmt. in bekannter Weise den unteren Grenzzustand 




Abb. 13. 



fiir den Fufipunkt A. Die Gerade qz gibt die Richtung der Haupt- 
spannung a^ und ist also parallel zu AH. Indem man die Sehne qr 
parallel zur Wandilache AB der Stiltzmauer ABCD und darauf die 
Sehne rp Vi durch den Pol p zieht, erhalt man die GroBe 

Q = Ar = AE 

der Spannung der Flache AB im Punkte A und die Richtung qri 
dieser Spannung. Das Dreieck ABE zeigt die GroBe und zugleich 
die Verteilung des Erddrucks iZ gegen die ganze Wandilache AB. 
Dieser Druck hat die Richtung riq und iiir eine Mauer von i m 
Lange die Grofle 

B= -r^S AE. 

Der AngriiTspunkt F des resultierenden Druckes 22 wird durch die 
Bedingung 

AF=i-AB 
o 
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bestimmt Der MaBstab der Zeichnung ist i : lOO. Demnach ist 
im vorliegenden Falle: "^ 

AB = bm, AE= 2,0 n\ 

und wenn das Gewicht y eines Kubikmeters Erde gleich 1800 kg 
angenommen wird, ergibt sich: 

JB = 900 • 5 . 2 = 9000 kg. 

In dem zweiten durch Abb. 14 dargestellten Beispiele ist der 
von der Mauer ABCD gestutzte Erdkorpcr nicht gleichartig, weil 

die Richtung von tfg.: 

AH\\qz 

nicht in dem Erdkorper ABE liegt. In einem solchen Falle laflt 
sich der Wanddruck R durch Interpolieren auf folgendem Wege be- 




Abb. 14. 

stimmen. Man lasse die Wandflache nacheinander die Lagen AE, 
AH, AJ^ AK annehmen. Die Spannung g der Wandflache im 
Punkte A hat in der mit der naturlichen Boschung zusammenfallenden 
Lage AE die GroBe null und in den Lagen AH, A J, AK die 
Grofien: Az = HH^, At = JJi, AJc = KKi, wenn di^ Kreis- 



237 



sehnen {jgr, qi, qk parallel zu den Wahdflachen AH, AJ, AK %<t' 
zogen werden. Die Kurve EH^ Ji Kx, welche die Abhangigkeit der 
Spannung q von der Lage der Wandflache darstellt, ist schwach 
gekriimmt und zeigt mit ihrer konvexen Seite nach unten. Weiteres 
lafit sich iiber den gestrichelten Teil J^jff, der Kurve nicht auss^^en. 
Man >vird also den Erddruck 12 etwas zu grofi bestimmen, wenn 
man den Kurventeil EHx durch die Oerade EHi ersetzt, demnach 
die Spannung q der Wandflache AB im Punkte A 

q = BBx 
und den Erddruck iJ fiir i m Wandlange gleich 

R = ^rAB BBx 

annimmt Es ist ferner zu beriicksichtigen, dafi in den meisten 
praktischen Fallen der Winkel HAB noch kleiner ist als in dem 
vorliegenden Beispiele. Man wird also keinen erheblichen Fehler 
begehen, wenn man annimmt, dafi der Wsinddruck B rechtmnklig 
zur Wandflache AB gerichtet ist, wie es genau der Fall sein wurde, 
wenn die Wandflache AB mit AH zusammenfiele. Aus demselben 
Grunde ist anzunehmen, dafi die Lage des Angriflspunktes F des 
resultierenden Druckes 12 durch die Bedingung 

AF=^AB 

bestimmt wird. 

Wir unterlassen es, weitere Beispiele hier vorzufiihren, weil 
die Uebertragung des Verfahrens auf andere Falle, in denen z. B. 
die Wandflache und die Erdoberflache nicht eben sind, oder die 

Oberflache belastet ist, keine Schwierig- 

keiten bietet. 

lo. Die Grenzzustande des 
Gleichgewichtes in einem unbe- 
grenzten Erdkorper mit Kohasion. 
Ueber den Einflufi der Kohasion oder 
der Schubfestigkeit der Erde auf die 
Grenzzustande des Gleichgewichtes gehen 
die Meinungen auseinander. Manche sind 
der Ansicht, dafi der Reibungswiderstand 
erst zur Tatigkeit kommen kann, nachdem 
die Kohasion iiberwunden ist, und dafi nach 
Ueberschreiten dieser Grenze das Gesetz 
der Reibung unverandert zur Geltung kommt. Nach dieser Annahme 
miifiten die Grenzlinien der Hauptkreise die unstetige Form der Abb. 15 



-r- 




Abb. 15. 
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Abb. 1 6. 



haben, in der tq die GroBe derKohasion und yj den Reibungswinkel dar- 
stellt. Aus allgemeinen Griinden ist es wahrscheinlicher, dafi der 
Grenzwert der Schubspannung mit dem Normaldruck der Trennungs- 
flache stdig wachst, und dafi die 
Grenzlinie also die in Abb. i6 an* 
gedeutete sieHge Form hat. Er- 
fahrungen, welche diese Frage ent- 
scheiden konnten, liegen nicht vor. 
Es ist vielmehr zu beachten, daB 
das Gesetz der Reibung, nach 
dem der Grenzwert der Schub- 
spannung einer Trennungsflache dem 
Normaldruck proportional sein soil, 
selbst (iir den kohasionslosen Erd* 
korper eine allgemeine und genaue 
Giiltigkeit nicht beanspruchen kann. 

Wir setzen voraus, daB die 
beiden auf der linken Seite der 
i:-Achse liegenden Zweige der 

Grenzkurve, die hier allein in Betracht kommen, durch zwei gerade 
Linien ersetzt werden konnen, dafi jene Kurve also annahemd 
durch eine Gleichung von der Form 

Tmax = ± (to — <r tg 6) (8) 

dargestellt wird. Die Erfahrung mufi zeigen, ob diese Voraus* 
setzung zulassig ist, und wie. grofi die Werte von %q und d fiir die 
verschiedenen Erdarten anzusetzen sind. Unter der Bezeichnung d 
braucht nicht der Reibungswinkel der kohasionslosen Erde ver- 
standen zu werden. 

Die Grenzzustande eines Punktes A im gleichartigen Erdkorper 
mit ebener Oberflache werden dann durch Abb. 17 dargestellt. 
Es erscheint unnotig, diese graphische Darstellung von neuem zu 
beschreiben, well die Bedeutung der Punkte B^, Q, q, P^p, 0^,g^ un- 
verandert dieselbe bleibt wie in der Darstellung fiir den kohasionslosen 
Erdkorper. Nur auf eine Aenderung ist aufmerksam zu machen: 
Die graphischen Darstellungen fiir Punkte in verschiedenen Ab- 
standen t von der Oberflache sind nicht geometrisch ahnlich, weil 
die Strecken 

von unveranderlicher Grofie sind. Infolgedessen sind die Spannungen 
der Punkte einer ebenenTrennungsflache nicht wie im kohasionslosen 
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Erdkorper genau proportional ihren Abstaiiden t von der Oberflache. 
Um den: resultienenden Druck B nach Grofie und Lage zu ermitteln, 
miissen daher die Spannungen fiir eine Anzahl von Punkten der 




Abb. 17. 



Wandflache bestimmt werden. Auch die Gleitflachen qgi, qg^ eines 
Grenzzustandes andern mit der Tiefe t ihre Stellungen, wenn die 
Oberflache nicht wagerecht ist. Die Gleitflachen haben daher im 
allgemeinen eine schwach gekriimmte Form. 

II. Literarische Notizen. Der Inhalt der vorstehenden 
Abhandlung ist folgenden Aufsatzen entnommen: 

Beitrage zur Theorie des Ej'ddnccks; Zeitschrift des Architekten- 
und Ingenieur-Vereins zu Hannover 1871, S. 344, und 1872, S. 67 
und 245. 

Die neue Theorie des Erddrucks, d. h. die Bestimmung der 
Spannungszustande in einem unbegrenzten gleichartigen Erdkorper, 
wurde begriindet durch Bankine in der Abhandlung: On the stability 
of loose earth\ Philosophical Transactions of the London Royal 
Society 1856/57, die auch iibergegangen ist in das Lehrbuch von 
Rankine, A Manual of applied mechanics, London 1861. 

Analytische Darstellungen dieser Theorie gaben: 

1. Levy, Essai sur une theorie nouvelle de Vequilihre des 
terres etc.; Liouville, Journal de Math^matiques pures et appliqu^es 1 873. 
Ein Bericht von de St. Venant iiber diese Abhandlung findet sich in 
den Comptes rendus vom 7. Februar 1870. 

2. Considere, Note sur la poussie des terres; Annales des 
ponts et chauss^es 1870, I, p. 547. 
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3. Wif(lcle7% Neue Theorie des Erddruclcs\ Zeitschrift des oster- 
reichischen Ingenieur- und Architekten-Vereins 1871, Heft 5. 

Eine graphische Darstellung der neuen Theorie gab: 

Weyrav^^hy Theoiie des ErddriccJcs auf Orund der neueren An- 
schauungen] AUgemeine Bauzeitung 1881. 

Unsere graphische Darstellung der Theorie des Erddrucks wird 
wiedergegeben von: 

Ceradinif Exposi dementaire de la throne de Vequilibre des 
terres] Revue universelle des mines 1876, 2, p. 378, und von 

Swain, Mohrs Gh'aphical Theory of Earth Pressure; Journal 
of the Franklin Institute 1882, p. 241. 

VoUstandigere geschichtliche und literarische Angaben Uber 
die Theorie des Erddrucks finden sich in der oben genannten 
Schrift von Winkler, ferner bei: 

Kbtter, Die Enttoicklung der Lehre vom ErddriccJc; Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung II, 1893, ^^^ 

MehrtenSf Vorlesunge^i uber Statik der Baukonstruktionenj 
Bd. II, 1904. 



Abhandlung Vn. 



Die Spannungen im prismatJschen Balken. 

t. Die Gleichgewichtsbedingungen. Die folgende Mit- 
teilung bezieht sich auf einen elastischen Balken von prismatischer 
Form, auf den eine Gleichgewichtsgruppc von gegebenen auSeren 




Kraften einwirkt. Wir zeilegen den Balken (Abb. l) dutch einen 
Querschnitt, d. h, durch eine zu seiner Achse normal gestellte 
Ebene BC in zwci Teile I, 11 und bezeichnen mit R die Rcsultante 
der auBeren Krafte, welche 
der links vom Querschnitt 
BC liegende Balkenteil I 
aufnimmt. Diese Kraft R 
befindet sich im Gleich- 
gewicht mit den unendlich 
vielen und unendlich kleinen 
Kraften p dF, welche in den 
Abb 3. Teilen dF der Querschnitts- 

Hache F von dem Balken- 
teil n auf den Balkenteil I iibertragen werden. Wir zerlegen die 
Kraft R und jede der Krafte g dF in zwei Seitenkrafte, von denen 

M h I : Abtundl. n. d. Gebi«te d. WchnlKlien Ueduuilk. 16 
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eine in die Querschnittsebene fallt, wahrend die andere zu dieser 
Ebene rechtwinklig gerichtet ist. Hierdurch entstehen zwei Krafte- 
gruppen: die Gruppe der Normalkrafte N, a dF und die Gruppe 
der Scherhrafte oder Schubhrdfle T, % dF. Die Bedingungen des 
Gleichgewichtes samtlicher Krafte konnen dargestellt werden durch 
seeks Gleichungen, welche ausdriicken, dafi in bezug auf jede der 
drei Achsen x, y, z irgend eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
die Summe der Projektionen und die Summe der statischen Momente 
der Krafte gleich null sind. Legt man sswei dieser Achsen, z. B. 
X, y, in die Querschnittsebene, so enthalten drei der sechs Gleichungen 
nur die Normalkrafte und die drei anderen nur die Schubkrafte. 
Jede dieser beiden Krdftegruppen bUdet also eine Oleichgewichtsgruppe. 

2. Die Bestimmung der Normalspannungen c. Der 
Biegungslehre liegt die von der Erfahrung bestatigte Annahme zu- 
grunde, daB die materiellen Punkte, die im spannungslosen Zustande 
des Balkens in einer Querschnittsebene liegen, auch nach der 
elastischen Formanderung eine zur gebogenen Balkenachse normal 
gesteilte Querschnittsebene bilden. Die Abb. 3 gibt in starker Ver- 
zerrung ein Bild der Formanderung des kurzen Balkenstiicks zwischen 
den benachbarten Querschnitten BqCq und BC. Der Querschnitt 
BqCq wurde in seiner Lage festgehalten, wahrend BC nach BiCi 
sich bewegte. Die Langenanderungen BBi, SSi, CCi .... der 
gleich langen Balkenfasern BqB^ /Sq/S', CqC . . . . sind demnach 
proportional ihren Abstanden von der Geraden DD (Abb. 2), in 
der dieEbenen BC^ BiCi sich schneiden. Diese Gerade 2>i) in der 
Ebene des Balkenquerschnitts wird die netUrcUe Achse oder die 
NuUinie des Querschnitts genannt, weil die von ihr geschnittenen 
Balkenfasern keine Langenanderungen und daher auch keine Span- 
nungen erleiden. Nach dem Hookeschen Gesetze sind die Normal- 
spannungen (f den relativen Langenanderungen der betreffenden 
Balkenfasern proportional. Die Spannungen sind Zug- oder Druck- 
spannungen, je nachdem die Langenanderungen positiv oder negativ 
sind, und demgemafi gibt man den Zugspannungen das positive, den 
Drt^kspannungen das negative Vorzeichen. 

Fiir die Bildung der Gleichgewichtsbedingungen wahlen wir 
den Schwerpunkt S des Balkenquerschnitts BC als Anfangspunkt 
der Koordinaten und legen die von I nach II zeigende jer- Achse auf 
die ungebogene Balkenachse. Die a?- Achse hat die noch unbekannte 
Richtung der NuUinie, und die y- Achse zeigt nach dem Quer- 
schnittsteil, welcher Zugspannungen aufzunehmen hat. 
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Wtr bezeichnen die Ordinate der NuUinie mit y^, die Ordinate 
des Punktes J., in dem die Querschnittsebene BG von den Kraften R 
und N geschnitten wird, mit y«, die Ordinate des Flachenteils dF 
mit y und endlich die Ordinate irgend eines bestimmten Querschnitts- 
punktes, z. B. des Punktes von der groSten positiven Ordinate, 
mit y^. Um allgemein giiltige algebraiscbe Beziehungen zu erhalten, 
wird bei der Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen zunachst 
angenommen, daB alle diese Ordinaten das positive Vorzeichen 
tragen. Die Normalkraft N erhalt das positive Vorzeichen, wenn 
sie den Sinn der Achse e hat, also von I nach 11 zeigt. Zwischen 
der Spannung a, der Schwerpunktsfaser, der Spannung cr des 
Flachenteils dF und der Spannung o^ in dem Punkte von der 
gegebenen Ordinate yi besteht nach den obigen Angaben die 
algebraiscbe Beziehung: 

(X, : (T : (Ti = y» : (y» — y) : (y„ — yO 
Oder 

VnJ ^ Vn — yi 

Wir bilden die erste Gleichgewichtsbedingung, indem wir die Summe 
der Projektionen der Krafte auf die 2'- Achse gleich null setzen : 



=.,.(1-1-)=,,^^. (1) 

V VnJ Vn — yi 



= N+j(f dF=N+ ^,j(l — -^) dF, (2) 

Beachtet man, dafi das Integral iiber die ganze Flache F sich er- 
streckt, und daB das Moment dieser Flache in bezug auf ihre 
Schwerpunktsachse SX: 

fydF=0 

ist, so ergibt sich: 

= N+(f,F 
Oder 

N 
tf* = — -Jf • (3) 

Die Spannung <;, der Schwerpunktsfaser ist also unabhdngig 
von der Lage der NuUinie und von der Lage der Kraft N] sie 
ist ebenso grofl wie in dem Falle, wenn die Kraft N sich gleich- 
maBig iiber den Querschnitt F verteilt. Die Spannung c, ist eine 
Druckspannung^ wenn N positiv ist, d. h. wenn die Resultante R 
der auf den Balkenteil I wirkenden aufieren Krafte von I nach 11 
zeigt. Die Normalspannungen <r sind durch die Gleichungen 1) und 3) 
vollkommen bestimmt, sobald j/„, d. h. die Lage der NuUinie be- 

16* 
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kannt ist. Die beiden folgenden Gleichgewichtsbedingungen haben 
daher den Zweck, die Lage jener Achse zu bestimmen. 

Die 0weiie Gleichgewichtsbeding^ng fordert, daS die Momenten- 
summe der Kraftegruppe JV, (f dF in bezug auf die Achse 8 A 
(Abb. 2) gleich null sein mufi. Die Ordinate des Flachenteils dF in 
bezug auf diese Achse moge mit u bezeichnet werden. Es ist zu 
beachten, dafi sowohl das Moment der Kraft N als auch die Mo- 

mentensumme der Flachenteile dF, ako das Integral judF gleich 

null ist. Die Momentengleichung: 

0=Ju(f dF= a,Ju (l - ^-\ dF (4) 

fiihrt also zu der Bedingung: 



fuydF=0. (5) 



Die Richtung der Nidlinie mrd demnach hestimmt durch die 
Bedingung, dafi SA und SX honjtigierte SchwerpunJctsachsen der 
Fldche F sein milssen (vergl. Ill, 7, 2). Um endlich die Ordinate j/„ 
und hierdurch die Lage der NuUinie zu bestimmen, setzen wir als 
dritte Gleichgewichtsbedingung das statische Moment der Krafte- 
gruppe in bezug auf die a;- Achse gleich null: 



Oder 



= yaN+Jya dF=yaN+<f,jy (^l--y-\dF 



0=-yaasF-^-i,^F, 

Vn 



(6) 



wenn 



fy^dF=i^^F 



gesetzt, mit ij. also der Tragheitshalbmesser der Flache F in bezug 
auf die Achse SX bezeichnet wird. Aus der vorstehenden Gleichung 
folgt: 



i 2 



y« = - -- (7) 

Die beiden Ordinaten ya und ?/« des AngrifTspunktes A der Normal- 
kraft N und der NuUinie haben also nicht, wie in der Zeichnung 
willkiirlich angenommen wurde, gleiche, sondern entgegengesetzte 
Vorzeichen, mit anderen Worten: Der AngriffspunM A und die zu- 
gehorige NuUinie DD werden durch die SchwerpunTctsachse SX vonr 
einander getrefint. 
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3. Graphische Losung. Die Abb. 4 gibt die graphische 
Losung der Aufgabe: fur die gegebene Lage des Angriffbptmktes A 
der Normallcraft N die Lage der Nvllinie DD zu bestimmen, Um 

die Genauigkeit 
und die Deutlich- 
keit der Zeich- 
nung zu erhohen, 
wurde der Trag* 
heitskreis SXB 
fiir den Schwer- 
punktiS^derQuer- 
schnittsflache F 
nach Anieitung 
der Abhandlung 
III, 8 in doppeltem 
MaBstabe aufge- 
tragen. Demnach 
ist nicht der 

Durchmesser, 
sondernderHalb- 
messer OX des 
Kreises gleich 
dem polaren 
Tragheitshalbmesser p. Indem man die Kreissehne STX durch den 
TragheiLsschwerpunkt T zieht, bestimmt man die zur Achse SAB 
konjugierte Schwerpunktsachse SX^ zu der die NuUinie DD parallel 
gerichtet ist (III, 7). Man bestimmt ferner den Tragheitshalbmesser 
fiir die Achse SX: 

ix =^ \y XE, 




Abb. 4. 



indem man 



CTE ± OX 



zieht (III, 7, 4). Darauf ist, um die Lage der Nullinie zu bestimmen, 
AGD J. SX, GH= *,, ED j. AH und DD \\ SX 

aufzutragen. Man erkennt leicht, dafi die Bedingungen des vorigen 
Abschnitts durch diese Konstruktion erfiillt Werden. 

Um ferner die Verteilung der Normalspannungen a graphisch 
darzustellen, zieht man 

DK±DD, SKL\\DD 
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und tragt nach einem willkiirlich zu wahlenden Spannungsmaflstabe 
die Strecke 

auf. Die Ordinate der Geraden DL bestimmt ftir jeden Quer- 
schnittsteil dF die Normalspannung d, also auch die Spannungen Ci 
und (Ti in den Punkten des Querschnitts, die von der Nullinie die 
groBten Abstande haben. 

4. Besondere Falle. 1. Der Angriff'ytunkt A der Normcd- 
hraft N fSUt mit dem Schwerpunkt S gusammen. Es ist also 

Va = 0, folglich y, = cx), 
und daher nach Gleichung 1): 

N 

d.h. die NormalkraftiV 
verteilt sich gleich- 
maSig iiber den Quer* 
schnitt JP. 

2. Der Angriffs- 
punht A der unendlich 
hleinen Normalkraft N 
liegt auf der gegebenen 
Oeraden 8A (Abb. 5) 
in der unendlich groJJen 
Entfemung 

8A = h. 
Auf den Balkenquer- 
schnitt wirkt also in 
der zu ihmrechtwinklig 
gestellten Ebene SA 
ein Biegungsmoment 
von der Grofie Abb. 5. 

M=-m. (8) 

Nach Gleichung 7) ist y,^ gleich null, d. h. die Nidlinie fallt mit 
der zu SA konjugierten Sckwerpunktsachse 8X zusammen, Ferner 
folgt aus Gleichung 1): 




und aus Gleichung 6): 



-^ 1. 



(T == 0; 



(9) 



criF4^ 



Q = y,N+^Jy-dF=yaN+^' 



Bezeichnet man den Winkel ASX mit a, so ist 

Va := & sin a, 
folgUch 



Jfsina Ui , M sin ay 



In betrefr der Vorzeichen ist bei Anwendung dieser Formeln 
zu beachten, daS die Spannungen der verlatigetien Balkenfasern das 
positive Vorzeichen , tragen. In der Regel ist die Balkenachse 
wagerecht, der Balkenquer- 
schnitt also lotrecht gestellt 
Man gibt dann nach den Be- 
stimmungen der Abhandlung 
n, 8 dem Biegungsmoment 
das pogiUve Vorzeichen, wenn 
die konlcaveSe'ite des gebogenen 
Balkens nach oben gekehrt ist, 
DemgemaS ze^ die y-Achse 
\ des Balkenquerschnitts nach 

J unten, wenn das Biegungs- 

moment M posUiv ist 

3. Der Angriffspunkt A 
liegt auf einer Sckwerpunkts- 
hauptachse, z. B. wie in Abb. 6 
auf der eiveiten Hauptachse iSF. 
Abb. 6. Die Nullinie i)i? ist in diesem 

Falle parallel zur ersten Haupt- 
achse 8X gerichtet, lur die der Tragheitshalbmesscr die Grofie ti 
hat. Die Lage der NuUinie wird durch ihre Ordinate 



Nach Gleichung 1) ist also 



(11) 



(12) 



5. Eine andere Bestimmung der Normalspannungen, 
Abb. 7 und 8. In diesem Abschnitt bezeichnen SX und 8T die 
beiden Schwerpunktshauptachsen, und zwar SX die erate Haupt- 
achse mit dem Tragheitshalbmesser t'j und ST die gtaeite mit dem 
Tri^heitshalbmesser t,. Der Angriffspunkt A der Normalkraft N ist 
gegebes durch seine Koordinatcn 

SB = Xa, 8C = y^. 
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Durch den Punkt A ist die Gerade A^ A^ g^legt, die auf den Haupt- 
achsen die Strecken 

8A,'^2xa, SA, = 2ya 
abschneidet. Man kann die Kraft N zerlegen in zwei Normalkrafte 




Abb. 7. 



Abb. 8. 



JVj, N2, die in den Punkten Ai, A^ angreifen, den Sinn von N und 
die Grofie 

N, = N, = i- N 

haben. In dem Querschnittsteil dF von den Koordinaten x, y wird 
nach Gleichung 12) von der Normalkraft Ni die Spannung 



N ( ,2xxa\ 



und von der Normalkraft N2 die Spannung 



''- 2Fy+ h' ) 



hervorgerufen. Die von beiden Normalkraften oder von ihrer Re- 
sultanten N in dem Teil dF erzeugte Normalspannung hat daher 

die Grofie 

N . . . ^, 

(13) 



-?-C+^+'^-} 



Die Nullinie ist der geometrische Ort der Punkte, in welchen die 



249 

Normalspannung (S gleich null ist; daher ist die Gleichung dieser 
Linie : 

^ — ^ + -71 — I — ^2"- 

Sie schneidet auf den Hauptachsen die Strecken 

ab. Urn die Nullinie DylD^ zu bestimmeny tragt man demnach 

8 El = ii = -y S Gt SE^ = tg = "o~ ^^ 
auf und zieht 

Umgekehrt wird aus der gegebenen Lage der Nullinie DiDg der 
zugehorige Angriffspunkt A der Normalkraft N bestimmt, indem 
man (Abb. 8) 

EiC± E1D2. E^B ± E^D^. 

CA\\SX, BA\SY 

auftragt. 

Die Gleichung 13 ist auch anwendbar, wenn die unendlich 
kleine Normalkraft N in dem unendlich fernen Punkte A der ge- 
gebenen Schwerpunktsachse SA angreift Bezeichnet man wie im 
vorigen Abschnitt mit h die unendlich grofie Strecke SA, mit M 
das Biegungsmoment — hK des Balkenquerschnitts und mit a den 
Winkel ASX, so kann man der Gleichung 13) die Form geben: 



oder 



M (x cos a . y sin a\ 



Die Achsen x und y zeigen nach dem Querschnittsteil, welcher 
Ziigspannungen aufzunehmen hat. 

6. Der Kern der Querschnittsflache F, Mit Rucksicht 
^uf die Beschaffenheit des Baumaterials wird zuweilen die Bedingung 
gestellt, daB kein Teil der Querschnittsflache Zugspannungen auf- 
nehmen darf. Es wird also gefordert, dafi die Spannung (St der 
Schwerpunktsfaser negativ sei, und daU die Nullinie die Querschnitts- 
flache E nicht schneide. Die Angriffspunkte A der Normalkraft K, 
deren zugehorige Nullinien die zuletzt genannte Bedingung erftillen, 
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bedecken cine begrenzte Flache, die man den Kem der Quer- 
schnittsflache nennt. LaBt man namlich den AngrifTspunkt A auf 
einer Schwerpunktsachse 8 A vom Schwerpunkt S sich entfemen^ 
so behalt die zugehorige neutrale Achse DD die Richtung der zu 
8 A konjugierten Schwerpunktsachse 8X (Abb. 4) und ndhert sich 
dem Schwerpunkt nach Gleichung 7) in der Weise, dafi das Pro- 
dukt y^ y^ den unveranderlichen Wert — ta?* behalt. Der Punkt A 
erreicht also ^ie Grenze des Kernes, sobald die zugehdl-ige NuUinie 
den Querschnittsumfang beruhrt. Urn die Kemgrenze darzustellen, 
miissen demnach fiir eine geniigende Anzahl von NuUinien, welche 
den Querschnittsumfang beriihren, die zugehorigen Angriflfspunkte A 
bestimmt werden, was durch die in Abb. 8 angegebene Konstruktion 
ohne groBe Miihe geschehen kann. 

Wenn der Querschnittsumfang polygonformig ist, so wird eine 
wesentliche Vereinfachung noch durch folgende Beziehung herbei- 
gefuhrt: LaJJt man die Nidlinie UU (Abb. 9) um einen gegebenen 
festen Punkt A^ sich drehen, so 
hewegtsich der zugehorige Angriffs- 
punkt A^ auf der zum Angriffs- 
punkt Ao gehorenden Nidlinie VV. 
Wir bestimmen, um den Beweis 
zu geben, die Ordinate to des 

Punktes A^ vcrmittels der Mo- 

mentengleichung fur die Achse W, 

In bezug auf die beiden Achsen UU Abb. 9. 

und VV werden die Ordinaten 

des Schwerpunktes 8 mit Ug und Vg und die Ordinaten des Flachen- 

teils dF mit u und v bezeichnet. Wenn die Nullinie die Lage UU 

hat, so hat der Flachenteil dF die Normalkraft -^ u dF aufeu- 

u, 

nehmen. Die Gleichung, welche ausdriickt, dafi in bezug auf die 

Achse VV das Moment der Gleichgewichtsgruppe der Normalkrafte 

gleich null sein muB, lautet also: 

= ^1^0 + — {uvdF. (15) 

tig J 

1st dagegen V V die Nullinie, so hat der Flachenteil dF die Normal- 
kraft — ^ V dF aufzunehmen, und die Momentengleichung fiir die 
Achse UU lautet: 

= -^ I M 1; dF^= ju V dF, (16) 
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weil die im Punkte A^ angreifende Normalkraft N die Momenten- 
achse UU schneidet. Aus den Gleichungen 15) uod 16) folgt: 

wie obcn behauptct wurde. Wir crsehen aus Gleichung 16), dafl 
die bciden Achsen UU, VV in bezug auf ihren Schnittpunkt B 
Jconjugierte Achsen sind (vergl. Ill, 7). 

Um den Kern 1, 2, 3, 4, 5 eincr gegebenen polygonformigen 
Querschnittsflache J^ (Abb. 10) zu bilden, bestimmt man also ent- 
weder die Angriffspunkte 1, 2, 3, 4, 5 fur die Nullinien I, II, HI, 





Abb. 10. 



Abb. II. 



IV. V, Oder die Nullinien 1 2, 2 3, 3 4, 4 5, 5 1 fiir die Angriffi- 
punkte, welche mit den Schnittpunkten der Achsen 1 11, II III, III IV, 
IV V, VI zusammenfallen. 

Wenn die zu bestimmenden Punkte und Achsen unbequeme 
Lagen annehmen, so kann man zum Ersatz das in Abb. 11 dar- 
gestellte Verfahren anwenden. Man bestimmt die beiden Brenn* 
punkte J5i, B^ der Flache F auf der ersten Schwerpunktshauptachse 
SX durch die Strecken 

8B^ = 8B^ = yii^ — H* 

(vergl. Ill, 9, 6) und die zu den Angriffspunkten B^ , B^ gehorenden 
Nullinien ViF^, v^V^ durch die Strecken 



8v^ = 8v^ = 



\/h' - h' 
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Wir erinnern an die im 9. Abschnitt der Abhandlung III be- 

schriebenen Eigenschaften der Brennpunkte, insbesondere daran, dafi 

je zwei in einem Brennpunkte rechtwinklig sich schneidende Achsen 

ein konjugiertes Paar bilden (III, 7, 6). Um die zu einem gegebenen 

Angriffspunkt A^ gehorende Nullinie V Vi V^ V zu bestimmen, zieht 

man daher 

BiV^ ± A^Bt und B^J\ ± A^B^. 

In gleicher Weise ergibt sich die Lage von J.„, wenn die Nullinie 
V V gegeben ist. 

Die Bedingung, dafi die Achse SA^, und die zur neutralen 
Achse VV parallel gerichtete Schwerpunktsachse ein konjugiertes 
Achsenpaar bilden, kann als Probe fiir die Genauigkeit der Zeichnung 
benutzt werden. 

7. Druckspannungen in einem prismatischen Korper 
ohne Zugfestigkeit. Liegt der Angriffspunkt A der positiven 
Normalkraft N^ Abb. 12, aufierhalh des Kerns, so zerlegt die neutrale 
Achse die Querschnittsflache F in 
zwei Teile I, II, von denen der den 
Schwerpunkt 8 enthaltende Teil I 
Druckspannungen aufzunehmen 
hat. Wenn nun der andere Teil II 
der Querschnittsflache nicht im- 
stande ist, Zugspannungen zu 
widerstehen, wie es z. B. bei 
Mauerwerk in der Regel der 
Fall ist, so werden die Spannungen 
dieses * Querschnittsteiles gleich 
null, wodurch selbstverstandlich 
eine andere Lage der Nullinie 
bedingt wird. 

Ein einfaches Verfahren zur 
Bestimmung dieser Lage lafit sich 
nur flir den Fall angeben, wenn 
die Flache F in Parallelstreifen 
zerlegt werden kann, auf deren 
Halbierungsgeraden der Angriffs- 
punkt A liegt, wenn also z. B. A auf einer Symmetrieachse des 
Querschnitts liegt. In diesen Fallen ist die Bichiung der Nullinie 
durch die Richtung der Parallelstreifen gegeben. und es ist nur ihr 
Abstand vom Schwerpunkt zu bestimnien. In jedem anderen Falle 




Abb. 13. 



Abb. 12. 
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ist man genotigt, die Richtung der NuUinie durch Pi'ohieren 
zu ermitteln, worauf hier nicht naher eingegangen werden soil. 

Von den drei Gleichgewichtsbedingungen der Gleichungen 2), 
f)) und 6) ist die zweite: 



(u%j dF=0 



erfiillt, wenn der NuUinie die eben bezeichnete Richtung gegeben 
wird. Um den beiden anderen Gleichgewichtsbedingungen fiir den 
vorliegenden Zweck die bequemste Form zu geben, beziehen wir 
die Momente auf die noch unbekannte NuUinie. Es bezeichnen also 
in bezug auf diese Achse y^* y. yi die Ordinaten des Punktes A, 
des Flachenteils dF und des Querschnittspunktes B, dessen Abstand 
von der NuUinie am groBten ist, ferner tf und tfi die Normal- 
spannungen in den Querschnittsteilen dF und B, Die beiden 
Gleichgewichtsbedingungen nehmen hiernach die Form an: 



= X+ -^jy dF (17) 

= Npa + -^ fy' dF. 



(18) 

Um die Integrale, welche sich nicht auf die game Qtcerschnitts- 
fidche F, sondern nur auf deti Teil I beziehen, auf geometrischem 
Wege zu bestimmen, zerlegt man die Flache I in Streifen parallel 
zur NuUinie und bildet die Seilkurve HED, deren Belastungen 
durch die Flachenstreifen dargestellt werden, und deren Normalkraft 

(Abb. 13) gleich -^ F ist. Ware die Lage der NuUinie CD 

bekannt, so wiirde die Flache HEDK, welche von der Seilkurve 
HED, ihrer Tangente HK und der NuUinie DK begrenzt wird, 
verwandelt werden konnen in das Dreieck DKO von der Basis 

DK=l> 

und der Hohe A. Nach bekannten Eigenschaften der Seilkurve 
(vergl. II, 7 und II, 12) ist nun 



/ 



ydF=h^ 



und 



/ 



y^dF=F^-^- 
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Setzt man diese Werte in die Gleichungen 17) und 18) ein, so 
ergibt die erste Gleichung: 

«i=-j.-f- (19) 

und die zweite: 

h = Va- (20) 

Um die Lage der NuUinie zu bestimmen, zieht man demnach die 
Gerade AG parallel zur gegebenen Richtung der Nullinie und legt 
durch den Punkt G die Gerade GD so, dafi 

Flache HGE = Flache DEJ 

wird. Die Ntdlinie CD ist darauf durch den Punkt D der SeUktirve 
BU legen. Man wahlt, um den Punkt D genau zu bestimmen, den 
Punkt Di der Seilkurve so, daB die Flache HJDi augenscheinlich 
etwas groBer ist als das Dreieck HGDi, Man miflt dann diese 
beiden Flachen und bestimmt den Punkt D aus der Bedingung: 

Flache GDD^= Flache HJD^ — Flache HGDi ; 

denn aus dieser Bedingung folgt: 

GDDi + HGDi — HEDD, = HJD^ — HEDD, 
Oder 

HGE=EJD. 

Die Verteilung der Normalspannungen a wird durch das Drei- 
eck LMO (Abb. 12) dargestellt, dessen Hohe 

nach einem willkiirlich zu wahlenden Spannungsmafistabe aufzu- 
tragen ist. 

8. Die Schubspannungen im Balkenquerschnitt. Die 
Schubspannungen der Balkenquerschnitte haben fiir die Anwendungen 
der Festigkeitslehre auf die Berechnung der Baukonstruktionen eine 
viel geringere Wichtigkeit als die Normalspannungen, weil Form 
und Grofie der Querschnitte aus praktischen Griinden in der Regel 
so gewahlt werden miissen, dafi die Schubspannungen die zulassige 
Grenze bei weitem nicht erreichen und fiir die Wahl der Quer- 
schnittsgrofien also nicht maBgebend sind. Aus diesem Grunde be- 
schranken wir uns in den folgenden Betrachtungen auf die ein- 
fachsten und fiir die Anwendung wichtigsten Falle. Der in Betracht 
gezogene, in den Abb. 14 und 1 5 dargestellte Balken hat eine lot- 
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rccht gestellte Symmetrieebene, in der die satntlichen aufteren, lot- 
rechten Krafte auf den Balken einwirkcn. Vi bezeichnet die Resul- 
tante der von dem Balkenteil I aufzunehmenden aufieren Krafte. 




Abb. 14. 



Abb. 15. 



Wir zerlegen die Kraft Fj in das Kraftepaar Fi, F und die Kraft T. 
F und T bezeichnen zwei Krafte, welche in der Symmetrieachse 
des Querschnitts BC wirken (Abb. 14 und 15), gleich grofl und ent- 
gegengesetzt gerichtet sind. Das Moment 

M=Va 

ist das vom Querschnitt BC aufzunehmende Biegungsmomentf welches 
mit den Normalkraften c dF eine Gleichgewichtsgruppe bildet. Das 
Biegungsmoment tragt das positive Vorzeichen, wenn der Drehsinn 
des Kraftepaares Fi, F mit dem Sinn der Uhrzeigerbewegung iiber- 
einstimmt (vergl. II, 8). Die Kraft T heiBt die Schubkraft oder die 
Querkrqfl des Querschnittes; sie bildet eine Gleichgewichtsgruppe 
mit den Schubkraften r dF, welche von dem Balkenteil II auf den 
Balkenteil I iibertragen werden. Wir legen der Schubkraft T das 
positive Vorzeichen bei, wenn sie nach oben zeigt. 

Das Biegungsmoment M ist immer eine stetige Funktion der 
Abszisse z, d. h. der unendlich kleine Balkenteil BCCiBi zwischen 
den Abszissen z und Z'\-dff ist nicht imstande, auflere Krafte von 
endlicher Grofle aufzunehmen, weil in einem solchen Falle in diesem 
Balkenteil unendlich groBe Spannungen eintreten milBten. Daher 
hat das Biegungsmoment M'\-dM des Balkenquerschnittes JBiCi 
(Abb. 14) die GroBe 

M+dM= Fi (a + d^). 
Da M gleich F^ a ist, so folgt hieraus 

dM=Vidz. 
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Zwiachen dem Biegungsmoment M des Balkenquerschnittes iind 
seiner Schubkraft T besteht demnach die Beziehung: 



dz 



(21) 



Wir bestimmen nun die auf den Balkenteil BBiDiD (Abb. 14 
und 17) einwirkenden Krafte und nehmen an, es seien gegeben: 
das Biegungsmoment M und die Schubkraft T des Balkenquerschnitts 
J5C, ferner die vertikal nach unten gerichteten Belastungen c[idz und 
q dz, welche auf die Balkenteile BBi Ci C und 
BBiD^D einwirken. Der Balkenteil ^^iDjI) 
hat die in Abb. 17 eingetragenen sieben Krafte 
aufzunehmen: die gegebene Belastung qdz, 
die Normalkrafte P und P'\- dP, die Schub- 
krafte Q und Q -\- dQ der Querschnittsteile BD 
und BiDi, endlich die Normalkraft a^ x dz und 
die Schubkraft t^xdz der Flache DDi von 
der Breite x und der Lange dz. Die un- 
bekannten Spannungen a^ und ri sind in die 
Zeichnung in positivem Sinne eingetragen. 

Der Querschnittsteil DD^E^E (Abb. 15) 
von der Breite x und der Hohe dy nimmt 
nach Gleichung 10) eine Druckspannung (S von 
der Grofle 
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Abb. 17. 



auf, wenn mit Fi die Seilpolygonflache OHJKL (Abb. 16) be- 
zeichnet wird, welche das Tragheitsmoment 

J=FF^ 

der Querschnittsflache F in bezug auf die horizontale Schwerpunkts- 
achse 8L bestimmt (II, 12). Daher ist die Druckkraft 

^^TF^Jy^'^^^' ^^^^ 

Das Integral bezeichnet das Moment des Querschnittsteils BDD^ 
(Abb. 15) in bezug auf die Nullinie SL. Um dieses Moment auf 
graphischem Wege zu bestimmen, zieht man in Abb. 16 an die 
Seilkurve die Tangente JN und multipliziert die Lange 

LN=t 

F 
mit der Normalkraft -i^- der Seilkurve. Daher ist 



2 



P = 



Mt 
2F, 



(24) 
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In gleicher Weise ergibt sich der Druck P -f- dP g^en den 
Querschnittsteil J5iD, (Abb. 14 und 17) : 

Das Gleichgewicht des Balkenteils BBiDiD fordert, dafi die al- 
gebraische Summe der Horizontalkrafte gleich null sei: 

Da d^_ rp 

dz 

ist, so folgt hieraus: 

Tt 

Zwischen der wagerechten Schubspannung t^ der Flache DDi und 
der lotrechten Schubspannung r des Querschnittselements DD^E^E 
(Abb. 15) besteht die einfache Beziehung 

1^ = — Ti, (26) 

welche in der Abhandlung V, Gleichung 4) abgeleitet worden ist; 
demnach ist 

Wenn, wie im vorliegenden Falle, die Schubkraft T nach oben ge- 
richtet, also positiv ist, so hat r^ den negativen, r dagegen den 
positiven Drehsinn. Der Querschnittsteil EE^D^D, Abb. 15, hat 
eine Schubkraft von der Grofie 

, T tdy 

%xdy = ^-—^ (28) 



aufzunehmen. Daher ist (Abb. 17) 

tdy 



^-rS 



(29) 



Die Grofie—^ bezeichnet die Flache des unendlich kleinen Drei- 

ecks LJS in Abb. i6; das Integral wird also durch die Flache 

LJHG = F- 
dargestellt. Demnach ist 

Q = -F;-' (30) 

und ebenso ei^bt sich 

Q + clQ=~^ -~^-p— (31) 

M o h r: Abhandl. a. d. Gebiete d. technischen Mechanik. 1 < 
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Es ist zu beachten, dafi die Schubkraft (T-^-dT) des Querschnitts 
J5i Ci durch die Gleichgewichtsbedingung fur den Balkenteil BBi Ci G: 

T+dT=T—q^dz (32) 

bestimmt wird. 

Das Gleichgewicht des Balkenteils BBiDiD (Abb. 17) fordert 
ferner, dafi die algebraische Summe der Vertikalkrafte gleich 
null sei: 

= Q-\'dQ — Q-{-qdZ'\'<Sixdz. 

In Verbindung mit den Gleichungen 31) und 32) folgt hieraus: 

qiP — qFi 
'^= xF, • (^^) 

In der Regel sind die Belastungen q^ und q der unendlich kleinen 

Balkenlangen dis nicht genau gegeben, sondern konnen nur schatzungs- 

weise ermittelt werden, und in vielen Fallen sind die Werte von tfi 

so klein, dafi sie vernachlassigt werden, d. h. gleich null gesetzt 

werden konnen. 

Aus der Gleichung 28) gewinnt man das folgende Bild von 

der Verteilung der Schubkraft T iiber die Querschnittsflache F. Man 

denke sich die Kraft T gleichmdfiig verteilt iiber die von der Seil- 

kurve 6rHJjK'undihrenTangenten 6rZf,jK'Zf eingeschlosseneFlache J\, 

T 
so dafi die Flacheneinheit mit der Kraft -^- belegt ist. Lafit man 

±1 

nun die Horizontale DJ (Abb. 15 und 16) durch Parallelverschiebung 

die Querschnittsflache F bestreichen, wahrend der zugehorige, um 

den Punkt L sich drehende Vektor LJ die Flache F^ beschreibt, 

so ist die Schubkraft, welche der von I) J bestrichene Querschnitts- 

teil aufzunehmen hat, gleich der Kraft, welche gleichzeitig von dem 

Vektor LJ auf der Flache OHJKL bestrichen wird; denn die 

gleichzeitig von DJ und LJ bestrichenen Flachenteile sind x dy 

tdy 



und 



2 



9. Die graphischeDarstellung des Spannungszustandes 
eines unendlich kleinen Balkenteils. Nachdem ftir den un- 
endlich kleinen Balkenteil EDDiE^ (Abb. 14) von der Lange dz, 
der Hohe dy und der Breite x die Spannungen cX, r der Seiten- 
flache DE und die Spannungen cXj, r^ der Seitenflache DD^ durch 
die Gleichungen 22), 27), 33) und 25) bestimmt worden sind, kann 
der Spannungszustand dieses Balkenteils nach dem in der Ab- 
handlung V, 5 beschriebenen Verfahren graphisch dargestellt werden. 
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Die Abb. i8 zeigt diese Darstellung. In bezug auf ein recht- 
winkliges Koordinatensystem tf, r, dessen wagerechte cx-Achse nach 




rechts und dessen lotrechte r-Achse nach oben zeigt, sind die 
beiden Punkte B und iJ^ durch ihre Koordinaten a, x und tfi, ti be- 
stimmt. Der Pol Q der Darstellung ergibt sich, indem man (Abb. 14 
und 18) 

RQWDE und R^Q\\DDi 

zieht RRiQ ist der Hauptkreis des darzustellenden Spannungs- 
zustandes. Sein Mittelpunkt M ist der Schnittpunkt der cr-Achse 
mit der Geraden RR^, Sein Durchmesser hat die Grofle 

wobei im vorliegenden Beispiel zu beachteh ist, da0 nicht nur t 
und ri, sondern auch cX und <$i verschiedene Vorzeichen haben. Der 
Punkt P ist der Pol der T-Achse in bezug auf den Hauptkreis; um 
ihn zu bestimmen, zieht man die Tangente NP. Die Orofien der 
Spannungen ^ und qi der Flachenelemente Dj&und DDi (Abb. 14) 
werden durch die Strecken OR und OJBi bestimmt. Die Richtungen 
dieser Spannungen ergeben sich, indem man die Geraden PrR und 
PRiVi zieht: q ist parallel zu Qr und qi parallel zu Qvi gerichtet. 
Die graphische Darstellung gibt in gleicher Weise Grofle und 
Richtung der Spannung fiir jeden anderen, normal zur Bildflache 
durch den Punkt D gelegten Schnitt. 

17* 
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Die Oremwerte dei' Schitbspannungen werden durch den 
Halbmesser des Hauptkreises dargestellt: 



T™.x = + 1 |/(tf - tf,)» + 4 T» 

. T„i„ = — i- j/(tf — tf,)» + 4 tK 



(34) 



Ferner haben die Oremwerte der Normalspannungen die GroBen: 

<x,=:?±^-|^(<x-<r.)» + 4T«=0Z 
und 



= "-^ + Tl'0'-"'*+ 



4t* 



OZ. 



(35) 



lO. Literarische Notiz. Der Inhalt der vorstehenden Ab- 
handlung wurde folgenden Aufsatzen entnommen: 

1. Beitrage zwr Theorie der Hoh- und Eisenkonstruktionen; 
Zeitschrift des Architekten- und Ingenieurvereins zu Hannover, 1870, 
S. 41, und 1877, S. 51. 

2. Ueber die Verteiiung der exzentrischen Druckbelastung eines 
Matierwerkskorpers; Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur- 
vereins zu Hannover, 1883, S. 163. 

3. Ueber die Bestimmung und die graphisehe Darstellung von 
Trdgheitsmomenten ebener Flachen; Zivilingenieur 1887, S. 43. 

Wir verweisen im iibrigen auf die Lehrblicher der Baumechanik 
und der Festigkeitslehre. 
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Abhandlung Vm. 



Der kontinuierliche Balken. 

I. Gegenstand der Untersuchung und ihre Voraus- 
setzungen. Die folgenden Rechnungen beziehen sich auf einen 
geraden, voUkommen elastischen Balken, auf den nur lotrechte und 
in einer Ebcne liegende Krafte, die Belastungen und die Stutzkrafte, 
einwirken. Die Kraftebene ist eine Symmetrieebene des Balkens; 
infolgedessen verwandelt sich die urspriinglich gerade Balkenachse 
bei der Biegung in eine ebene Kurve, die elastische Linie. Eine 
mathematisch genaue Bestimmung der Formanderung ist unaus- 
fiihrbar. Rechnung und Beobachtung haben aber zu der Erkenntnis 
gefuhrt, dad von den inneren Kraften, welche die Formanderung 
erzeugen, nur die Normalspannungen der Balkenquerschnitte beriick- 
sichtigt zu werden brauchen, weil hiergegen der EinfluS aller iibrigen 
Spannungen verschwindet. 

Um die QuerschnittsmaSe eines auszufiihrenden Balkens so 
wahlen zu konnen, daB die Inanspruchnahme seiner Festigkeit die 
zulassigen Grenzen nicht iiberschreitet, miissen aus den gegebenen 
Belastungen die unbekannten Stutzkrafte oder die von ihnen ab- 
hangigen Biegungsmomente und Schubkrafte der Balkenquerschnitte 
berechnet werden. Diese Krafte und Momente sind in hochst 
empfindlicher Weise abhangig von der Stiitzenlage, insbesondere 
von der Hohenlage der Stutzen. Es ergeben sich demnach die 
Fragen : Welche Stiitzenlage ist die vorteilhafteste, und welche Nach- 
teile und Gefahren sind mit einer zufalligen Aenderung der Stiitzen- 
lage verbunden? Endlich sind in manchen Fallen die grofiten Form- 
anderungen des Balkens, besonders die grofiten Einsenkungen 
zwischen den Stutzen von Interesse. 

Die angedeuteten Aufgaben konnen durch Rechnung oder auf 
graphischem Wege gelost werden. Es erscheint zweckmafiig, beide 
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Verfahren voneinander zu trennen und zunachst den Weg der 
Rechnung einzuschlagen. Das graphostatische Verfahren soil in 
der nachstfolgenden Abhandlung beschrieben werden. 

2. Die Differentialgleichung der elastischen Linie. 
Wir beziehen die Lage der elastischen Linie auf ein festes Koordi- 
natensystem, dessen horizontale .r-Achse nach rechts und dessen 
vertikale y-Achse nach unten zeigt. Wir nehmen an, da0 die Achse 

des ungebogenen Balkens wagerecht ist, und dafl die Neigung --^ 

der elastischen Linie gegen die Horizontale in alien Punkten sehr 
gering ist, so daB, wenn die Gleichung der elastischen Linie bekannt 
ware, ihr Kriimmungshalbmesser mit grofler An- 
naherung durch die Gleichung 

1 d^y 



i--vO 



.2 



(1) 



Q dx' 

bestimmt werden konnte. Ein zweiter Wert des 

Kriimmungshalbmessers ergibt sich aus der Form- 

anderung des Balkenstiickes ABDC (Abb. i) 

zwischen den Abszissen x und x-\' dx^ die in 

der Abhandlung VII bestimmt und beschrieben 

worden ist. Die Formanderung besteht darin, 

dafi sich der Balkenquerschnitt CD gegen den 

Nachbarquerschnitt AB um einen unendlich 

kleinen Winkel d(p von CD nach CiDi dreht. 

Die Drehung erfolgt um die NuUinie des Quer- 

schnittes (7D, welche durch den Schwerpunkt 

des Querschnittes geht und die Bildflache im 

Punkte F schneidet. Der Kriimmungsmittel- 

punkt des Bogenelements EF der elastischen 

Linie ist daher der Schnittpunkt der Symmetrie- 

ebene des Balkens mit den beiden Querschnitten AB und C^Di, 

Der unendlich kleine Winkel 

, HK 

^^ = ^^ 

wird bestimmt durch die elastische Langenanderung HK irgend 
einer Balkenfaser OH von der urspriinglichen Lange dx. Wir be- 
zeichnen mit M das Biegungsmoment, welches von dem Balken- 
querschnitt AB aufzunehmen ist, mit J das Tragheitsmoment der 
Querschnittsflache in bezug auf seine wagerechte Schwerpunktsachse, 
mit 6 den Elastizitatsmodul des Balkenmaterials und mit a den Ab- 




Abb. I. 
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stand der Faser GB von der neutralen Faserschicht EF. Da die 
Spannung der Faser QH nach Gleichung 10) der Abhandlung VII 
die Grofie 

Ma 

' = -T 

hat, so ist ihre elastische Langenanderung 

^^ Madx 

jiJtL = ^p— • 

Folglich ist 

, M dx 

dip=-jj- (2) 

und 

dx eJ 

Wir haben dem Biegungsmoment M das positive Vorzeichen bei- 
gelegt, wenn die konkave Seite des gebogenen Balkcns nach oben 
gekehrt ist (II, 8); in diesem Falle ist d^y und folglich q negativ. 
Demnach ist die Differentialgleichung der elastischen Linie: 

d^y M 

dx^~ ~ eJ ' ^^^ 

Die vorstehende Betrachtung enthalt nicht die Voraussetzung, dafi 
der Balkenquerschnitt nach Form und GroBe unveranderlich sei; sie 
gilt also fiir den allgemeinen Fall, in welchem das Tragheits- 
moment J eine veranderliche GroBe hat. 

3. Die Biegungsmomente und die Schubkrafte der 
Querschnitte eines kontinuierlichen Balkens. Man kann jeden 
kontinuierlichen Balken (Abb. 3) ansehen als einen einfachen Balken, 
der nur in seinen Endpunkten i und 5 gestiitzt ist und auBer den 
wirklichen, nach unten zeigenden positiven Lasten Pi, P2, Pj . . . als 
negative Lasten die nach oben zeigenden Driicke der Mittel- 
stiltzen Q2t Qz, Q4 aufnimmt. Wenn alle diese Lasten bekannt sind, 
so ergibt sich die graphische Darstellung der Biegungsmomente 
nach (n, 8), indem man das Seilpolygon der Lasten P, Q auftragt 
und die SchluBlinie A J zieht. Die Ordinaten der in Abb. 2 unte7' 
der SchluBlinie liegenden Seilpolygonflachen bestimmen die positiven 
Biegungsmomente der nach unten gekriimmten Balkenstrecken, 
wahrend die liber der SchluBlinie liegenden Flachen die negativen 
Biegungsmomente der in der Nahe der Mittelstiitzen liegenden, nach 
oben gekriimmten Balkenteile darstellen. In den Ordinaten der 



264 



Querschnitte, in welchen M gleich null wird, liegen die Wendepunhte 
der elastischen Linie. 1st der Langenmaflstab der Zeichnung z. B. 
1 : 200 und die Horizontalkraft H des Seilpolygons 

J5r=1500kg, 

so sind die Ordinaten des Seilpolygons als Darstellung der Biegungs- 
momente mit dem Mafistabe 

1 cm = 200 cm . 1500 kg = 300000 cm kg 

zu messen. 

Wiirde der Balken iiber jeder Mittelstiitze durchschnitten, so 
da6 jedes Balkenfeld an seinen Enden frei unterstiitzt ware, so 



Abb. 2. 



Abb. 3. 



Abb. 4. 



H 

I 
I 
I 



I 
y\ 'FK ~^H-r-r,_^_ 1/7 




h — X — ♦ , 



wiirden die positiven Biegungsmomente 3DI der vier Balkenfelder nach 
(n, 8) durch die Ordinaten der Flachen ABC, CDE.EFQ, QHJ 
dargestellt werden. 

Wir fassen irgend einen Balkenquerschnitt ins Auge, z. B. den 
Querschnitt L im dritten Balkenfelde, dessen Abstand von der 
dritten Stutze mit x bezeichnet wird. Die Stutzweite des dritten 
Feldes hat die wagerechte Lange Zs, und die Biegungsmomente der 
Balkenquerschnitte iiber der dritten und der vierten Stutze haben 
die algebraischen Werte M^ und M^. Das Biegungsmoment M des 
Querschnittes L des kontinuierlichen Balkens wird bestimmt durch die 
Strecken: 

M= LK= OK— ON— NL. 

Die Strecke OK bestimmt das Biegungsmoment 5K, das der Quer- 
schnitt L aufnehmen miiflte, wenn der Balken iiber den Stiitzen 3 
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und 4 durchschnitten und von diesen Stiitzen also frei unterstCitzt 
wtirde. Die beiden anderen Strecken ON und NL haben die 
Werte: 



OJV^=_A^if, 



h — X 



NL = — ^Mi, 



und folglich ist 



'8 



M = m+^-^-^^M,-{-^M,. (5) 

Die Schubkraft V des Balkenquerschnittes L, d. h. die Resultante 
aller links vom Querschnitt L von dem kontinuierlichen Balken auf- 
zunehmenden Lasten undStutzendrucke hat nach (Vn,8, Gleichung21) 
die Grofie 

dx 

Die Schubkraft V tragt nach (VII, 8) das positive Vorzeichen, wenn 
die bezeichnete Resultante nach ohen zeigt, Wir bezeichnen die 
Grenzwerte von V innerhalb etnes Balkenfeldes, also fiir die Ab- 
szissen und I mit A und B, demnach fiir das dritte Feld mit ^3, 
B^, fiir das vierte Feld mit A^, B^ usf., ferner die nach oben zeigenden 
Driicke der Stiitzen 1, 2, 3 . . . gegen den Balken mit Qj, Q,, Os • • • 
Die Schubkraft A^ des Querschnitts unmittelbar rechts neben der 
vierten Stiitze bildet also die Summe aus der Schubkraft B^ un- 
mittelbar links neben jener Stiitze und der Stiitzkraft Q^\ 

A, = B,-\-Q,; 

daher haben die Stiitzkrafte Q die Grofien: 

Qi = ^1, Q2 = ^2 — J?i. Q3 =r ^3 _ £2, Qi = A^ — B^ usf. (7) 

Als Beispiel zur Erlauterung der vorstehenden Beziehungen wahlen 
wir den Fall, in welchem die Belastung eines jeden Balkenfeldes 
iiber dessen Lange I gUichmdfiig verteilt ist. Das dritte Feld tragt 
die gleichmafiig verteilte Last ^3^3 und daher ist fiir dieses Feld: 



m = ^-Q,x-x^) 



Pi 



y — 7 i ;i Pi 'T- (9) 
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Fiir X gleich null und gleich 7| nimmt V die Werte an: 

B, r 2- (") 



Ebenso ist 






(12) 



und folglich nach GleicHung 7) 

Q, = A,-B, = ^^ ^ + __ + __ 

Das grofite positive Biegungsmoment M*^ innerhalb des dritten Feldes 
ist von dem Balkenquerschnitt aufzunehmen, fiir den 

dM 



dx 
also 



= V=(). 



h . Ma — M. A» 

X=-^-] ^—7 = — ^ (13) 



ist. Da nach Gleichung 8): 

M^M,-\-A,x-^'^- (14) 

ist, so ergibt sich durch Einsetzen des Wertes von x 

^'3 = J^3 + ^- (15) 

Diese Maximalmomente und die grofiten Stutzenmomente kommen 
bei der Wahl der Balkenquerschnitte hauptsachlich in Betracht. 

4. Die Berechnung der Stutzenmomente. Wir nume- 
rieren wie im vorigen Abschnitt die Stiitzen und die Balkenfelder 
von links nach rechts, so dafi z. B. das dritte Balkenfeld zwischen 
den Stiitzen 3 und 4 liegt, und bezeichnen: die Stiitzweiten der 
Balkenfelder 1, 2, 3 . . . mit Z^ Zg, ^3 . . ., die Ordinaten der Stiitzen 
1, 2, 3 . . ., bezogen auf das im Abschnitt 2 beschriebene Koordinaten- 

system, mit yi, j/2, 2/3 .. . und die Neigungen -=^ der elastischen Linie 

iiber den Stiitzen 1, 2, 3 . . . mit ai, a^, ofs • • •> ^^^ Zahlen a tragen also 
das positive Vorzeichen, wenn die elastische Linie von links nach rechts 
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fallt. Wir nehmen an, iafi das Tragheitsmoment J des BcUkenquer- 
schnittes verdhderlich ist, und setzen zur Abkiirzung die im iibrigea 
nach Gleichung 5) zu bestimmende Grofie 

-jj=h. (16) 

wodurch die Differentialgleichung der elastischen Linie die Form 

annimmt. Die hier in Frage kommende Beziehung ergibt sich,* 
indem man diese Gleichung filr zwei aufeinanderfolgende BaHcen- 
felder, z. B. fiir die Felder 2 und 3 integriert. Fiir das zweite 
Balkenfeld legen wir die y-Achse durch die Stiitze 2 und erhalten, 
indem wir einmal von bis a?, das zweite Mai von bis Z^ inte- 
grieren, die beiden Gleichungen 

^y__^ Tl^.-,^ (17) 



— — 02 = — / h dx = 

X Jo 



d 
und 

«3 — ofa = — / k dx = w^, (18) 

Aus Gleichung 17) folgt durch eine zweite Integration von bis l^ : 

rh 
J/s — ya — ia flfa = / ^^ ^^- (19) 



Da nach einer bekannten Formel der Integralrechnung: 

(w dx = l^%u^ — i X dw 
Jx=o 

und nach Gleichung 17) 

div = — k dx 

ist, so folgt aus Gleichung 19) 

xTcdx 
Oder 



, = as + -7— I xk dx. 
*« h Jo 



(20) 



In gleicher Weise ergibt sich fiir das dritte Balkenfeld, wenn 
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die jc-Achse in ihrer Lage bleibt, die y-Achse aber durch die 
Stiitze 3 gelegt wird, nach den Gleichungen 18) und 20): 



^4 — «» = — I i 

Jo 



Jc dx (21) 

und 



="*+iX^ 



k 

Wir folgern aus den Gleichungen 20) und 22): 

^ '3 hJo hjo 

und aus den Gleichungen 21) und 23): 



(23) 



Diese Beziehung lafit sich durch Abb. 2 und 4 in folgender Weise 
veranschaulichen. Man belastet einen Balken, der an seinen Enden 
von den Stiitzen 2 und 3 frei gestiitzt wird, auf jeder unendlich 
kleinen Strecke dx mit der zugehorigen unbenannten Zahl 

, , M dx 
Jc dx =z — ^ 

eJ 

und gibt diesen Lasten den Sinn nach unten oder nach oben, je 
nachdem M fiir die Strecke dx positiv oder negativ ist. Dann be- 
zeichnet das Integral 



-j^fx Jc dx == III, (25) 



den Stiitzendruck, den das Balkenfeld 2 auf die Stiitze 3 iibertragt. 
Ebenso bezeichnet die unbenannte Zahl 

•/a 

(26) 



rh 1 r^ 

I k dx — -T' I xJc dx::^in.^ 



den Stiitzendruck, den das Balkenfeld 3 (Abb. 4) auf die Stiitze 3 
iibertragt. Die algebraische Summe dieser beiden Stiitzendriicke 
mufi also gleich der auf der linken Seite der Gleichung 24) ange- 
gebenen algebraischen Zahl sein: 

*9 1-9. 
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Liegen alle Stiitzen in gleicher Hohe, so wird 

IHa -f III3 = 0. 

Die beiden Stiitzendriicke sind dann also der Grofie nach gleich, dem 
Sinne nach einander entgegengesetzt. 

Indem man die Gleichung 24) fiir je zwei aufeinanderfolgende 
Balkenfelder bildet und die Integrale mit Hilfe der Gleichung 5) 
und der gegebenen Werte von J berechnet, ergeben sich ebenso 
viele Bedingungen, wie unbekannte Stiitzenmomente vorhanden sind. 




2 



MmCm 



mi __ 

izj Pfti 2sj 
neJ 



Add} 1 * \a/*1» 



■t^ 



m, 



Abb. 5. 



-?£ 






pA 



2E* 



Als Beispiel der Anwendung betrachten wir einen kontinuier- 
lichen Balken kanstanten Querschnittes, dessen Felder 1, 2, 3 . . . die 
gleichmafiig verteilten Lasten pil^, p^l^t P^h • • • tragen (Abb 5). 
Die von der Ordinate 

M 



k = 



eJ 



beschriebene Belastungsflache des zweiten Balkenfeldes laBt sich zer- 
legen in das positive Parabelsegment 

und die beiden negativen Dreiecke 



2eJ 



2tJ 



Diese drei Teilflachen erzeugen einen Druck ni^ des Balkens 2, 3 
auf die Stiitze 3 von der GroBe 



2 ~ 2 12fiJ "^ "3 2fiJ "'"3 26 J * 



in» = 



also 



' 246J ' 



's — — ST-T ' (28) 

wobei zu beachten ist, daB die Stiitzenmomente mit ihren negativen 
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Werten einzusetzen sind. In gleicher Weise ergibt sich der Druck HI,, 
der von den Belastungsflachen ^^. -^^' ^^ ^^s dritten 
Balkenfeldes auf die Stutze 3 iibertragen wird: 






(29) 



Werden diese Grofien in die Gleichung 27) eingesetzt, so entsteht 
fiir die beiden Balkenfelder 2 und 3 die Bedingung: 

'yi — y% 1 Vs — y* 

(30) 



24 e J" 



e 



+ 



+ 8 Jf, (It 4- ^3) + 4 ilfi?,. 
Wir setzen zur Abkiirzung: 



)z^|,,Z,» + i,3Z3« + 4if,i, 






/a* -^ 



us£ (31) 



(32) 



Abb. 6. 



und geben der Bedingung hierdurch die Form: 

= (P, -«,)?,»+ (p, + «,)?,» + 4 Jfji, 

-\-SA[,(k + k) + ^M^k. 
Liegen alle Stiitzen in gleicher Hohe, so werden die Groflen 
^7 ^ • • • gleich null, und die Gleichungen zur Bestimmung der 
Stiitzenmomente erhalten die Form: 

0=p,k^+p^h^-\'4M,k-^SM,(l^-\'k)-\'4tM^k' (33) 

5. Der kontinuierliche Balken konstanten Quer- 
schnittes mit zwei 

Feldern vongleicher t?/ r J^ 

Lange (Abb. 6, 7, 8). 
Der in Abb. 6 darge- 
stellte Balken hat die 
Lange 

L = 2l,=2k^ 

Seine Mittelstiitze 2 liegt 

urn y tiefer als die 

beiden in gleicher Hohe 

liegenden Endstiitzen 1 

und 3. Die beiden 

Felder 1 und 2 sind mit 

Pill und p^l^ gleichmafiig belastet. Da die beiden Stiitzenmomente 

fiir die Endstiitzen: 

Mi = M^ = 



Abb. 7. 



Abb. 8. 
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sind^ so ergibt Gleichung 32) zur Bestimmung des Stiitzenmoments M^ 
die Bedingung 

= (ft - wO h^ + (p, + i4,)k' + SM, (/, + k). (34) 

Die GroBen Wi, u^ haben nach Gleichung 31) die Werte 



Folglich ist 



24€Jy 384«Jy 



Jfa = — gj (^1 +i>a — 2w). 



(35) 



(36) 



Hierdurch wird die graphische Darstellung der Biegungsmomente 
(Abb. 7) bestimmt; denn die Pfeilhohen der beiden Parabelsegmente 

8 "~ 32 8 ~ 32 

sind gegeben. 

Um die graphische Darstellung der Schubkrafte V (Abb. 8) 
auftragen zu konnen, miissen nach den Gleichungen 10) und 11) 
die Krafte: 

A = -f +^ = |(p. + 9i>,-2«) 

berechnet werden. Hieraus ergeben sich die Groflen der Stiitzkrafte 
nach den Gleichungen 7): 

(2i = A = ^^(7i»i-p, + 2«) 



Q, = At-B,^ ~ (10i>i + lOp, - 4 «) 



(38) 



(2, = - A = g (-i>i + 7p, + 2«). 

Man bestimmt endlich die groBten positiven Biegungsmomente der 
beiden Felder nach Gleichung 15): 



^~ 2pi ~ 2048 i?i 



(39) 



272 

Die Belastungen der Langeneinheit p^ , p^ schwanken in der 
Regel zwischen zwei gegebenen Grenzen p und q, und es sind dann 
die groflten Werte zu ermitteln, die von den Biegungsmomenten Jfj, 
M\ und Jf'2 innerhalb jener Grenzen angenommen werden konnen. 
Aus der Gleichung 36) geht hervor, dafl das Stiitzenmoment M^ 
seinen grofiten negativen Wert erreicht, wenn p^ und p^ moglichst 
grofi werden, wenn also 

ist. Dann wird 

M^mKX = — -32" (S' — «*)• (40) 

Das Biegungsmoment M'l ninimt dagegen, wie aus Gleichung 39) 
hervorgeht, seinen grofiten Wert an, wenn 

Pi =2 und Pt=p 
ist' 

Ebenso grofl ist der Maximalwert von M'2* 

Die Senkung y der Mittelstiitze ist zweckmaBig so zu wahlen, 
dafi der numerisch groflte Wert der beiden Biegungsmomente -Ztf^max 
und Jf'imax moglichst klein wird. Da mit wachsendem u der 
negative Wert von M^m&x. abnimmt, der positive Wert von Jf'imax 
dagegen zunimmt, so ergibt sich der vorteilhafteste Wert von u aus 
der Bedingung 

Oder 

q — u _ (lq—p-^2uy 

32 "" 2048 g 

Da hier nur eine Senkung der Mittelstiitze, also ein positiver Wert 

von 

_ 24 sJy _ S84€ Jy 

**~ Zi* ~ i* 
in Betracht kommt, so gilt die positive Wurzel 

« = ~'^^|+^ + 2p/ 34g»-2j)g . 

Setzt man zur Abkiirzung 

P 

SO ergibt sich als vorteilhafteste Senkung der Mittelstiitze 

._ gX*(r- 23 + 4 |/3lir-2^) 
^ 768cJ" 
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Die folgende Tabelle enthalt zur besseren Uebersicht fiir ver- 
schiedene Werte von r die zugehorigen Werte von y und M^ 
nach den Gleichungen 43) und 40). 



max 





Tabelle i. 










2^ 
r -- 


' 0,2 1 

1 


0,4 


O.fi 


0,8 

1 


1.0 


'^' 1000 000 fJ 


421 

0,838 


1 

503 

0,8()7 

II 


583 
0,77C 


662 


1 

740 
0,7irj 


817 


-*'^ mnx • »>.^ 


0,746 


0,(;8G 



Demnach bestehen mit grofler Annaherung die folgenden einfacheren 
Beziehungen : 



und 



J/"mnx = .y,y (0,84 </ — 0,15 i>) 



_ /> (0,42 q + 0.40 j^) 
^"~ lOOOfJ 



(44) 



(45) 



Die dritte Reihe der vorstehenden Tabelle laflt den Vorteil erkennen, 
der durch eine Senkung der Mittelstiitze erreicht werden kann. 
Liegen alle drei Stiitzen in gleicher Hohe, ist also u gleich null, so 
nehmen nach den Gleichungen 40) und 41) das groBte negative und 
das groBte positive Biegungsmoment die folgenden Werte an: 



-»'*'> max 



32 



(4fi) 



und 



If 



L^lq — py 



(47) 



2048 q 
Von diesen beiden Werten ist numerisch der erste stets der groBere, 



und fiir die Wahl des Balkenquerschnittes ist daher 






das maB- 



gebende Biegungsmoment. Durch eine Senkung der Mittelstiitze 
kann man, wie die Tabelle zeigt, das maBgebende Biegungsmoment 
um i6 bis 31 vH. vermindern, und zwar wachst der Vorteil mit 
der GroBe des Verhaltnisses von p zu q^ Der Ausnutzung dieses 
Vorteils steht freilich der Umstand entgegen, daB die Senkung selir 
ilcin und daher schwierig herzustellen und zu erhalten ist, so daB 
durch kleine zufallige Veranderungen der Stiitzenlage der Vorteil 



Mohr: Alihnn<ll. a. d. Cvbictc d. tecliiiiM hen Mcrhniiik. 
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beseitigt und in einen Nachteil verwandelt werden kann. Man bringt 
dies in folgender Weise zur Anschauung. Beseitigt man die Mittel- 
stiitze ganz, so wird 

Oder 

_ 10 2J, + lOjPa _ B84 «Jyj 

u- ^ ___j__, 

also die Senkung des Balkens in der Mitte: 

^* - "768 IJ 

In den beiden Grenzfallen, wenn namlich (jp^ -|~i>2) gleich If) und 
gleich 2^ wird, erhalt diese Senkung die Werte: 

10 11 U „ i;i* 
y = T68- Vr = ^^''^^^ V 
und 

y" = 0,013 '^ ^*. 

Die durch Gleichung 45) bestimmte vorteilhafteste Senkung der 
Mittelstutze betragt demnach: 

^ "■ 13()0 33 "^ 31 ■ 

Diese Senkung ist offenbar so klein, dafl auf eine dauernde Er- 
haltung derselben und der mit ihr verbundenen Vorteile in der 
Regel nicht gerechnet werden kann. 

Wenn in Ausnahmefallen dieses Bedenken nicht besteht, so 
kann man die vorteilhafteste Senkung y vermittels der vorstehenden 
Gleichung bestimmen, indem man eine Beobachtung zu Hilfe nimmt. 
Man beobachtet die Senkung ?/', die bei der Belastung durch das 
Eigengewicht oder durch eine gleichmaBig verteilte Belastung 'ph 
des Balkens eintritt, und da 

^ 'p r 



ist. so erhalt man 



y=y\-L-^L^ 



Man macht sich hierdurch frei von den Ungenauigkeiten, die mit 
der Bestimmung der GroBen s und J stets verbunden sind. 
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6. Der kontinuierliche Balk en konstanten Quer 
schnittes auf vier zur Balkenmitte symmetrisch liegenden 
Stiitzen (Abb. 9, 10 und 11). Die Symmetrie fordert: 



I 



Ix 



= -J- = m , ti2=0y Wi = — t^3 = w. 



/, 



3 



Abb. 9. 



Abb. 10. 



Abb. II. 




Die beiden unbekannten Stutzenmomente M^ und JU^ werden 
bestimmt durch die Hauptgleichung 32) fiir die Felder 1, 2 
und 2, 3: 

4M, I, + SM, (k + ^3) + k'p, + k' (Ps - 1^) =0. 



Bezeichnet man wieder mit L die ganze Lange des Balkens, 



so ist 



, L J Lm 



und aus den vorstehenden Gleichungen folgt: 



Jf, = — 



Jf, = - 



~4 (2^w0'(2+"3'«) 

Z^ — /)i w +;>2 ^^ (2 + w) + Pa (2 + 2;w) — ?/ (2 + w) 
"4 (2 +~w)3"(2 +"3w)^ " 



(48) 



Durch die Gleichungen 10) und 11) ergeben sich hieraus die Schub- 
krafte der Balkenquerschnitte neben den Stiitzen: 



18' 
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J = •^_ Pi (6+ !•*"*+ <> »»■) — Pa »»' (- + »o+f>3 >»+?/■ cy^^o 

i i'l (10+ lSm-\-Gm^-{-pim''(2-\-m)~p3Vi — u(:>-\-m) 



Bi = 



C2 + m}^ (-2 + 3 m) 



_ -L_ i)i + 2p2 m" (2 + to) —p., 
2 ~ 4 " ' m (2 + »»)*■'" 

P I;^ — i>i+2j;2 m[(;2 + «0_+J9» 

" '4 m (2 + »»)=' 



, _ L — Pim -\-Pini^ { 2 + m)-^})^ ( 10+1 8 m-\-rym- ) — u (2 -|->«) 
*~"4 " - - (2_[-„i)=! (2 + am) 

L /;,»?! — jKml (2 + wH-i)5_(() + 14wi + 6 mj) + u (2 -|-wO 

'~ 4" " ' " (2 + >»)=* (2 + ywO 



(49) 



Mit Hilfe dieser Werte berechnet man nach den Gleichungen 7) die 
Stiitzkraile : 

Qi = A, 



A,-B^ [ 



Qs^As — B-i 
Qi = — -^ • 



(JO) 



Endlich bestiinmt man die grofiten positiven Biegungsmomente 
innerhalb der drei Balkenfelder nach Gleichung 15): 

•>Pi 






(51) 



Die Senkung y der beiden Mittelstiitzen und das Verhaltnis m 
der Stutzweite 72 zu l^ sind zweckmaBig so zu wahlen, daB die 
groBten positiven und negativen Biegungsmomente Jtfiraaxt M'^max* 
-1^8 max* J/2 mux, M^max numerisch einander gleich werden; denn jede 
Aenderung dieser Stiitzenlage fiihrt eine VergroBerung von wenigstens 
einem dieser Momente herbei. Da der Symmetrie wegen M\ max und 
Jf'smax sowie ilf2,nnx und J/s max gleichc Werte haben, so lauten die 
beiden Bedingungen: 

Jf,.„,, = 3f2max (^2) 

und 

3r2max = — 3/»„,ax. (^3) 

Das Stiitzenmoment M^ erreicht seinen groBten Wert, wenn die 
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beiden ersten Balkenfelder eine moglichst groBe Last tragen, wahrend 
das dritte Balkenfeld moglichst wenig belastet ist, wenn also 

Pi=lh = Q. und ih=i) 
ist: 

Das positive Biegungsmoment Jf i wird moglichst groB, wenn 

Pi=Pz = a und P2=P 
ist: 

JM im.x — 3^— ^^— (^.2 + m)(2 + 3 wi)"~J ' ^^^^ 

Endlich erreicht if 2 seinen grofiten Wert in- dem Belastungsfalle 

Vi =Pi =Pf P2 = T- 

M ,™.x - y - (2 +^.)2"(2 + ^~ ' ('^^^ 

Wir setzen zur Abkiirzung: 

^ =r und =^ 

und erhalten durch Einsetzen der Werte 54), 55), 56) in die Be- 
dingungen 53) und 52): 

4 4- 4m — 4ni^ + m* -4- 4r 
^ = — 4(2 + ^; -— ^''^ 

(3 + 6m — rm^-{- z? = 4 (2 + 3 m) (2m2 + m^ — 2 r + 2^) (58) 
und durch Verbindung dieser beiden Gleichungen: 

= (272+2048m+3296m«+128m3-2360m*-1408m»-2487/i«+m«) 
+r (736 + 2048m+ 1568m2 — 64m'» — 1240m* — 832m5- 160m« 
— 16m^-8m8)+r^l6— 64m'-32m*+64m«+64m^+16m«).(59) 

Berechnet man nach den Vorstehenden Gleichungen fiir ver- 
schiedene Werte von r die entsprechenden Werte von m, z und 
Mmix^ so findet man, wie aus der folgenden Tabelle zu ersehen 
ist, daB diese drei GroBen nahezu gleichmaBig mit r sich ver- 
andern: 
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Tabelle 2. 



p 





0,2 


1 

0,4 


0,6 


0,8 


1,0 




1 

1,13 


1,14 


1 

1,15 ' 


1,16 


1 

1,165 : 

1 


1,17 


u 

s 

1 


0,40 

1 


1 

0,47 

1 


1 
0,53 

1 


0,5y 


1 

i 0,65 i 

1 

1 


0,72 




0,82 '■ 

1 


1 
1 

0,78 

1 
1 


0,74 

1 


0,69 


, 0,65 

1 


0,61 



Man kann also mit grofier Annaherung die obigen verwickelten 
Beziehungen durch die folgenden einfacheren ersetzen: 



P 



m = 1,13 + ^ 

U = 0,40 q + 0,32 i) = — j-^ 

Mjnax = -^ (0,82g — 0,21/?). 



(60) 



(61) 



(62) 



L . 



Fiir einen einfachen Balken von der Feldlange -^ ist das groflte 

Biegungsmoment glelch -^^. Die letzte Reihe der Tabelle zeigt 

im Vergleich hiermit, daQ bei einem kontinuierlichen Balken mit 
drei Feldern von der Gesamtlange L das maBgebende Biegungs- 
moment um 18 bi3 39 vH. herabgemindert werden konnte, wenn 
es moglich ware, die vorteilhafteste Stutzenlage dauernd zu er- 
halten. 

7. Der kontinuierliche Balken konstanten Quer- 
schnittes auf vier Stiitzen, die zur Balkenmitte sym- 
metrisch und in gleicher Hohe liegen. Die fiir den vorher- 
gehenden allgemeinen Fall entwickelten Formeln fur die GroBen 
der Biegungsmomente und der Schubkrafte gelten auch in dem 
vorliegenden Falle, wenn u gleich null gesetzt wird. Nach den 
Gleichungen 54). bb) und 56) ist also: 

_ gi» 2 + 2 w + 2m» + w* - rm 



Jf; 



2 mnx 



(2 + my (2 4- 3»j) 



(63) 
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_ gL^ / 3 + r)OT — rm» V 
Jf 1 m« — 3^ ^ ^2 + m) (2 + 3m) ) 



M 2 max 



3w) 
_ qL^ (2 + m) w^ — 2r 



(64) 



(65) 



" 8 (2 + w)2 (2 + 3m) 

Wahlt vctdJi die Verhaltniszahl w so, daB die groBten Stiitzen- 
momente M2 und Ji^ moglichst klein werden, so findet man, wie 
,die folgende Tabelle zeigt, dafi die zugehorigen Werte von M\ 
und M*2 Ideiner als die Stiitzenmomente sind. Fur die Wahl des 
Balkenquerschnittes ist daher stets das Stutzenmoment M^ mafi- 
gebend. Die Bedingung des Minimums 



dM. 



2 ninx 



dm 



= 



fiihrt zu der Gleichung 

= 14m* + 40m» + Gw^ — 32 w — 16 + r (Om^ -f 4m — 4), (66) 

welche fiir alle in Betracht kommenden Werte von r nur eine reelle 
positive Wurzel hat. Die nachstehende Tabelle enthalt diese Wurzeln 
und die zugehorigen Werte der groBten Biegungsmomente. 

Tabelle 3. 



p 
r ' 

Q 


i 


0.2 ' 


0,4 

1 


0,6 

1 
1 


0,8 


1,0 




i 

0,91 : 


1 
0,90 


1 
0,89 1 

0,87 


1 

t 

0,88 


1 

0,87 


0,86 


'^«2niax • 'ji^ 


0,93 


0,90 


' 0,84 ' 
; 0,78 

0,24 1 

1 


1 

0,81 ' 

1 


0,78 


¥' • -^^■'' 

-^" imax • rj^^ 


0,80 


0,82 


0,80 


0,76 

! 

0,14 

1 


0,74 


¥' • «^* 

^'^ 2 max • Y9 


1 

0,54 

1 

1 


0.44 

1 
I 


0,34 

I 


0,03 



Man pflegte friiher schatzungsweise anzunehmen, daB es auch 
bei wagerechter Stiitzenlage zweckmaBig sei, das Mittelfeld l^ grofier 
zu wahlen als die beiden Seitenfelder li und {3. Die zweite Reihe 
der Tabelle zeigt, daB diese Annahme nicht richtig war. 

Nimmt man, wie schon oben geschehen ist, beim Vergleich 
das Biegungsmoment 4^ als Einheit an, so ersieht man aus der 



280 



dritten Reihe der Tabelle, da 6 in den beiden Grenzfallen p gleich 
null und gleich q eine Herabminderung des maBgebenden Biegungs- 
moments um 7 und um 22 vH. erreicht werden kann. Der 
Vorteil in gleichem Sinne, den man durch eine Senkung der Mittel- 
stiitzen erreichen kann, wurde im vorigen Abschnitt zu 18 bis 
39 vH. ermittelt. Die Senkung der Mittelstiitzen ermoglicht dem- 
nach einen Vorteil von ii bis 17 vH. 

Um eine Uebersicht dariiber zu geben, in welchem Mafie das 
Verhaltnis der Feldlangen 

U 



m = 



Ti 



auf das groBte Biegungsmoment einwirkt, sind die nach Gleichung 63) 
berechneten Werte von J/,„ax bezogen auf 1 als Einheit fiir ver- 
schiedene Werte von m in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 

Tabelle 4. 
Werte von J/„,ax • >,, flL^ bei horizontaler Stiitzenlage. 



p 

r -— 





0,2 


i 0,4 


0,6 


0,8 


1,0 


m nach Tabelle 3 


0.93 i 
0,93 
0.97 
0,97 

1 

1 

0,99 


0,90 
0.91 


0,87 

0,S8 

' 0,92 


0,84 

0,85 

• 0,89 


0,81 


\ 0.78' 


m — \ 


0,83 
0.87 

■ 0,88 


0.80 


m — 7:6 


0,94 
0,9J 
0,97 


0,85 


m 6:5 


0,9;! 
0,95 

i 


0.90 

1 


0.8G 


m J) : 4 


0,93 


1 0,90 


0,88 



Man kann hieraus den Nutzen ersehen, den die vorteilhaftesten 
Groflen von m im Vergleich niit den Werten gewahren, welche in 
der Praxis bei Balken konstanten Querschnitts am meisten an- 
gewandt worden sind. 

8. Senkung der Mittelstiitzen bei bereits ausgefiihrten 
Balken mit drei Feldern. Es kann in Frage kommen, welchen 
Nutzen die Senkung der Mittelstiitzen zu gewahren imstande ist, 
wenn fiir das Verhaltnis m nicht . der vorteilhafteste, durch 
Gleichung 60) angegebene Wert gewahlt wurde. 
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Bei einer Senkung der beiden Mittelstiitzen wachsen die Bie- 
gungsmomente M'lmnx und Jf'2iii«x. wahrend der numerische Wert 
von M2mAx abnimmt. Urn das groBte Biegungsmoment moglichst 
klein zu machen, ist also die Senkung bis zu dem kleifieren der 
beiden Werte von y fortzusetzen, welche den beiden Bedingungen 

entsprechen. Welche von diesen beiden Bedingungen zur An- 
wendung kommt, erkennt man, wenn man den vorliegenden Fall 
mit der Anordnung vergleicht, die hcide Bedingungen erfullt. Liegt 
z. B. der Fall 

-^ =0,4 und -'^ = 1,25 
(J l^ 

vor, so ersieht man aus der Tabelle 2, da6 die Bedingung 

^^J-2 max — -^^ 2 »wax 

anzuwenden ist, da im Vergleich mit der vorteilhaftesten Anord- 
nung, welclie 

fordert, in dem vorliegenden Falle l^ zu groB und l^ zu klein ist, 
und dafi infolgedessen 

-J^ 2 max > -3i 1 max 

ist. Aus der Bedingung 

folgt nach den Gleichungen 54) und 55): 

8(2 + 3m)(2 + 2m + 2m* + m* — rm — ^(2 + m)) = ) 

(2 + m) Q\ + 6m — rnv" + zf, i ^^''^ 

wahrend die Bedingung: 

■^I't max ^ 2 niax 

nach den Gleichungen 54) und 56) fordert: 

4 + 4m — 4 m^ -f- m^ -f- 4 ?• 

Nach diesen beiden Gleichungen sind fiir die in der Praxis ge- 
brauchlichen Werte von m die GroBen von 

z ^ ~ 

berechnet und in der nachstehenden Tabelle 5 zusammengestellt. 
Fiir m gleich 1 gilt nach der obigen Bemerkung die Bedingung 67), 
wahrend in den anderen Fallen Gleichung 68) zur Anwendung kommt. 
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Tabelle $. 
Werte von , ^-^ • 








0,2 


1 
0.4 I 0.C 


1 
0,8 

1 


1.0 


m 1 


0.21 


0,23 


0,24 

1 

0.53 '. 


0,26 


0.27 


0.28 


• m -7:6 


0,40 


0.46 

1 


0,59 


0,65 


0,72 


»» — 6 : 5 


0,40 


0,46 ; 


0,52 


0,59 1 


0,65 1 


0,71 


m 5:4 


0,40 


0,46 


0,52 1 

1 


0,58 


0,65 


0.71 



Wenn die Senkung der Mittelstiitzen nach den Angaben dieser 
Tabelle ausgefiihrt wird, so nimmt das nach den Gleichungen 54) 
und 6B) berechnete Verhaltnis: (i/mtx bei gesenkten Mittelstiitzen) 
zu (ilfniax bei gleicher Hohe der Stiitzen) die in Tabelle 6 zusammen- 
gestellten Werte an. 



Tabelle 6. 

iw . J/max bei gesenkten Mittelstiitzen 

j^max bei gleich hohen Stiitzen 



p 

2 


1 
1 




0,2 


0,4 


0.6 

1 


0,8 


1.0 


m 1 


0.91 

1 


0,90 


0.89 


0,88 


0,87 


0,86 


m — 1:6 


0,87 ; 


0,84 


0,81 1 

1 


0,79 


0,76 


0,72 


m — 6:5 


0,87 : 


0,85 


0,83 


0,80 


0,77 


0,74 


m 5:4 


0,88 


0,86 

1 


0,84 


0,81 , 

1 


0.79 ' 

i 


0.76 



Durch die Senkung der Mittelstiitzen kann also das groBte 
Biegungsmoment verkleinert werden: 

urn 9—14 vH., wenn ^2 = ^1 »st; 
, 13—28 „ „ ?2 : ii = 7 : 6 ist; 

V l'"^ ^^ n « ^2 '• *'i ^^^ 0:0 ,, 



12-24 



» 



/g : ii ::= 5 : 4 



fl 



2S3 



Endiich sind in Tabelle ^ die grofiten Biegungsmomente bei 
vorteilhaftester Hohenlage der Stutzen und bezogen auf g >-y als 
Einheit zusammengestellt worden. 



Tabelle 7. 
Werte von il/Iaax • ^^^ 3[^^ bei vorteilhaftester Hohenlage der Stutzen. 



— i^ — 
g 





1 

0,2 

1 


0,4 


0.6 ' 

1 


0,8 

1 


1,0 


m— \ 


0,85 


0,81 


0,78 ' 


0,75 1 


0,72 ! 


0.69 


m nach Tabelle 2 


0,82 


0,78 , 


0,74 


0.69 t 
0.70 


1 

0,G5 

1 


0.61 


m = 7:6 


0.84 


0,79 
0.81 


0.75 

1 


0,66 


0,61 


w — 6 : 5 


0,85 


' 0.77 


0.72 i 


0,68 1 

0,71 i 


0.63 


w :4 


0,87 , 


, 0,83 , 


0,79 

1 


0,75 i 


0.67 



Aus dieser Tabelle ist zu ersehen, dafl das Verhaltnis der Feld- 
weiten auf die GroBe des Maximalmomentes einen empfindlichen 
EinfluB nicht ausiibt; denn die Werte in einer Spalte weichen nur 
urn wenige Prozente voneinander ab. 

9. Schadliche Folgen einer zufalligen Aenderung der 
Stutzenhohen. Bei der Berechnung eines kontinuierlichen Balkens 
wird in der Regel vorausgesetzt, dafl die Stutzen genau in gleicher 
Hohe liegen, und dafl die Punkte des Balkens, welche von den 
Stutzen b^riihrt werden, im spannungslosen Zustande des Balkens 
ebenfalls genau in einer Geraden liegen. Abweichungen von der 
ersten Voraussetzung haben ihren Grund in mancherlei Zufalligkeiten, 
denen das Bauwerk ununterbrochen ausgesetzt ist, wie Nach- 
geben des Fundaments, Sackungen des Mauerwerks, Temperatur- 
anderungen usw. Solche Fehler konnen beobachtet und notigenfalls 
beseitigt werden. Dagegen haben Abweichungen von der zweiten 
Annahme ihren Grund allein in einer mangelhaften Ausfiihrung und 
konnen, wenn sie nicht vor der Aufstellung des Balkens bemerkt 
und unschadlich gemacht worden sind, nicht mehr entdeckt und 
also auch nicht verbessert werden. In ihrem EinfluB auf die 
Aenderung der Biegungsmomente und Schubkrafte sind beide Ab- 
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weichungen einander gleich; denn ^s leuchtet ein, dafi z. B. ein 

Balken auf drei Stiitzen, dessen Mittelstiitze sich um i cm gesenkt 

hat, genau in derselben Lage sich befindet wie unter sonst gleichen 

Umstanden ein anderer, der auf . 

gleich hohen Stiitzen ruht, dessen 

Unterkante aber im spannungs- 

losen Zustande des Balkens in 

der Mitte um i cm iiberhoht ist 

(Abb. 12). Man bringt also 

den EinfluB beider Abweichungen 

gleichzeitig in Rechnung, wenn man die Hdhenanderungen auf die 

Linie bezieht, die von der Unterkante des Balkens in seinem 

spannungslosen Zustande gebildet wird. 

Um ein MaB fiir den Nachteil solcher Abweichungen . zu er- 
halten, wird man zunachst annehmen miissen, dafi die Aenderungen 
innerhalb gewisser Grenzen bleiben. Das gesuchte Mafi ergibt sich 
dann, wenn man das grofite Biegungsmoment, welches bei der un- 
gunstigsten Stiitzenlage innerhalb jener Grenzen sich bilden kann, 
vergleicht mit dem Maximalmoment bei wagerechter Stiitzenlage. 
Diese Rechnung soil beispielsweise fiir einen kontinuierlichen Balken 
mit drei gleich langen Feldern ausgefiihrt werden. 

In diesem Falle ist, wenn I die Stiitzweite der Felder be- 
zeichnet, nach Gleichung 32): 

16 3/, + 4iI/3 + iH7>i— Wi+;>^ + ^O=0 
4 M, + 16 M, + V' (2h - ih -\-lh + lid = 0, 
folglich 

ilfj = — g^ (ipi + Sjh —Ih — -IWi + 5 i^2 — W:,) (G9) 

3/s = — g^ (— i^i + 3j|;2 + ^Ih + ih — 5 w-2 + 'iih)- (70) 
Femer ist nach Gleichung 10): 

Ai — ^^^ (26j>i — 3;?2 +i>3 + 42^1 — 5e^2 + v.^ 

I 
A2 — >.^ (fyjh -r 30i>2 — bj):i — bill + 10 2*2 — 5^^^) 

und nach Gleichung 15): 

P 



3/'i 



1200p, 



(26 p I — 3i>2+i^8 + -i«i — 5«<2 + 20^ 



(71) 



2s:j 



J2 

^l^'2 = 7200^ ^^P^ + ^^ih — 52?3 — 5 Wx + 10 Wo — 5 u^y 
P 



^ (Tl>) 



Wir bezeichnen mit ~}-u und — u die Grenzen, zwischen 
welchen die GroBen z^, Mj, Wg sich verandern konnen. Innerhalb 
dieser Grenzen erreicht das Stutzenmoment J/g seinen groBten 
negativen Wert, wenn 

ist: 

P 

J/2m«x = — g^ (Wi — i? + 10 W). (7;5) 

Das Biegungsmoment 3/'i erhalt, wie aus Gleichung 71) zu ersehen 
ist, seinen groflten Wert, wenn 

ist: 

P 

3/*! max = -7200"^ (-"^ ^ ~ "^^^ + ^^ ")^- ^ '^^ 

Aus der Gleichung 72) ergeben sich die Bedingungen des 
Maximums fur M'^ nicht so unmittelbar; beriicksichtigt man jedoch, 
dafl das groBte Moment in der Mitte des Mittelfeldes nur bei einer 
symmetrischen Stiitzenlage und bei einer symmetrischen Belastung 
entstehen kann, daB also 

Pi =i>3. Wi — — ih> «^2 = 
sein muB, so erkennt man, daB das Maximum eintritt, wenn 

Pl=P3=P^ Pj — Qr t/izzi-j-u, t/8=: — w . 

ist : 

P 
J/'amax = ^^^ O^q - 2p + 2 m), (7,3) 

Die vorstehenden Gleichungen zeigen, daB M^mnx unter alien 
Umstanden groBer ist als J/'omax, und daB 3/i,„„x auch groBer als 
J/'iraax bleibt, solange 

u < G,7i; q 

ist. Diese Grenze kann in Wirklichkeit nicht erreicht werden, weil 
der Balken vorher brechen wiirde; denn er miiBte nach Gleichung 1?)} 
ein Biegungsmoment aufnehmen von der GroBe 

Jf = --/^ (7 2-/, + (58 2). 



286 

Innerhalb der hier in Betracht kommenden Grenzen hat dem- 
nach das Stiitzenmoment -Ifamax den grofiten Wert: 

JJf,=--^(75r-jp + 10«). 

Bei gleieher Hohe der Stiitzen hat dieses Stiitzenmoment nach 

Gleichung 63) den Wert — f^\0 2 — P)- 

Als das oben bezeichnete Mafl fiir den Nachteil von Hohen- 
anderungen, welche den Grenzen -j-M und — u entsprechen, ergibt 
sich also das Verhaltnis 



7g — i>+10w_ , lOu 

— — X -^ — . 

iq—p Tq—P 



(76) 



In diesem Verhaltnis kann das bei der Querschnittsberechnung 
zugrunde gelegte Biegungsmoment iiberschritten werden. 

Wir wahlen als Beispiel einen schmiedeisernen Balken, dessen 

Hohe h gleich — I und dessen Querschnitt so gewahlt wurde, dafi 

das groBte Biegungsmoment bei gleich hohen Stiitzen die zulassige 
Spannung von 8oo kg/qcm hervorruft: 

woraus folgt: 

Bezeichnet y den grofiten Hohenunterschied zwischen zwei 
Stiitzen, so ist nach Gleichung 31): 

_ 2i€.Jy_ _ 24 > 2000 OOP Jy _ 4800 e7y 
**"" i* ~" 10 000 A* ~ A* 

Demnach ist in diesem Beispiele: 

Der Balken wiirde also der Gefahr ausgesetzt sein, anstatt der 
zulassigen 8oo kg/qcm eine doppelt so grofie Spannung aufnehmen 

zu miissen, wenn die Hohenunterschiede der Stiitzen nur - - der 

50 

Balkenhohe erreichen konnten. 

Die vorstehende Untersuchung zeigt, dafi der Vorteil der kon- 

tinuierlichen Balken von Bedingungen abhangt, die praktisch uner- 

fiillbar sind. 
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lO. Die Berechnung des kontinuierlichen Balkens von 
veranderlichem Querschnitt. GroBe Balken aus Schmiedeisen 
erhalten in der Regel nicht die prismatische Form, weil es aus 
wirtschaftlichen Grilnden vorteilhaft ist, das Material so zu verteilen, 
dafi die zulassige Grenze der Spannungen in alien Querschnitten 
des Balkens nahezu erreicht wird. In manchen Teilen des Balkens, 
namlich dort, wo die Biegungsmomente und Schubkrafte ihren 
kleinsten Werten sich nahern, ist jene Anordnung freilich nur un- 
vollkommen zu erreichen, weil man aus anderen praktischen Riick- 
sichten genotigt ist, dem Balken an diesen Stellen erheblich groDere 
Querschnitte zu geben, als die Festigkeitsbedingungen verlangen. 
Fiir die bezeichneten Balkenteile ist eine genaue Bestimmung der 
groBten Momente und Krafte daher unnotig. Es geniigt vielmehr, 
nur die voile Belastung der einzelnen Balkenfelder zu berlicksichtigen, 
weil bei diesen Belastungen die groBten Momente und Schubkrafte 
eintreten, welche bei der Wahl der QuerschnittsmaBe in Betracht 
kommen. Beim Entwerfen eines solchen Balkens wahlt man die 
Querschnitte zunachst nach MaBgabe der Krafte, die unter sonst 
gleichen Umstanden von einem prismatischen Balken aufzunehmen 
sein wiirden. Fiir den auf diesem Wege bestimmten Balken ver- 
anderlichen Querschnittes werden alsdann die genaueren Werte der 
groBten Biegungsmomente und Schubkrafte nach dem im folgenden 
beschriebenen Verfahren berechnet. Wenn die Querschnittsanderungcn, 
die sich hierbei als notig ergeben, betrachtlich sind, so muB die 
Rechnung von neuem ausgefiihrt werden. In der Regel aber sind 
die Aenderungen nicht erheblich, so dafl die einmalige Rechnung 
ausreicht. 

Der Gang der Rechnung ist bereits in den Abschnitten 3 und 4 
beschrieben worden. Man bildet zunachst, um die Stiitzenmomente 
zu bestimmen, fiir je zwei aufeinanderfolgende Balkenfelder, z. B. 
fiir die beiden Felder 2 und 3 die Gleichung 27): 

2/3 —2/3 



*2 '3 



also nach den Gleichungen 25), 26) und 8) die GroBen: 





(77) 



2!^S 



und /^» 1 r^' 1 /*'' 

IIIj ^ j Ada; — -,- I xk dx = J- / h(lt — .r)dx. 



folglich 







III. 






u 




63 »T —^ 3^ 



dx 



Jo 



(78) 



Demnach sind fiir jedes Balkenfeld die folgenden vier Integrale 
zu berechnen: 



^ ' dx ^^ 1 I X(lx 
^ I J' ^ == el J ' 




S 



1 / T^dv 1 



a'^dx 




(79) 



Durch Anfiigung der Kennziflfer 2 oder 3 an den Buchstaben S 
wird angegeben, ob sich das Integral auf das Feld 2 oder auf das 
Feld 3 bezieht. Mit Hilfe dieser GroBen ergeben sich aus den 
Gleichungen 77) und 78) die Werte: 



III, = U, (S', - Si') + M,St! -\-^^p (iS'i-S7) 

md 



(80) 



und 



III3 = M, (S, - 2S', + S:j) + M, (5', - SI') 



1 



Gleichung 27) enthalt also fur die beiden Balkenfelder 2 und 3 
die Bedingung: 



h 



I 



s 



,2 
i'2'2 



Ihlt 



Indem man (lir je zwei aufeinanderfolgende Balkenfelder eine 
Bedingung von dieser Form bildet, entstehen die Gleichungen zur 
Bestimmung der unbekannten Stiitzenmomente il/o, J/3, M^ . . . 
Im iibrigen konnen wir auf die Abschnitte 3 und 4 verweisen. 



(82) 
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In dem besonderen Falle^ wenn das Tragheitsmoment des 
Balkenquerschnittes konstant ist, wird nach den Gieichungen 79): 

8t = 28'3 = 381/ = i8!t" = \ 



8^ = 28'^ = 38'^ = 48^" = 



sJ 



Setzt man diese Werte in die Gleichung 82), so entsteht die 
Gleichung 30): 

= 4M,k + SM, (I, + h) + iM,h +P2h^ -{-Pzk'' 

II. DieAnnaherungswerte der Groden S, S', S*', S*'' fur 

ein Balkenfeld. Urn die Gieichungen 82) bilden zu konnen, 

milssen fiir jedes Balkenfeld oder, wenn der Balken in bezug auf 

seine Mitte sy mmetrisch geformt ist, fiir die Felder einer Balken- 

halfte die vier GroBen /S, S', 8'*, 8'** annahernd berechnet werden, 

wozu man die Simpsonsche Kegel benutzen kann. Man teilt zu 

diesem Zweck die Lange I des Balkenfeldes (Abb. ii) durch die 

Teilpunkte 0, 1, 2, 3 ... 8, 9, 10 in eine gei'dde Anzahl, z. B. in 

lO gleiche Teile, bestimmt die Tragheitsmomente J^^ J^, Jij* ^s •• • 

J%^ J%i J\o der Balkenquerschnitte in den Teilpunkten und bezeichnet 

1424 241 
die Grofien -j-, -^, -^, -j ^, -^, -j- mit t^^, tj, t^, ig ... /g, t^, i^^, 

Uq Ji «/j t/j c/g t/0 t/i0 

Dann ist bekanntlich nach Simpsons Kegel annahernd: 
dx I 



^-^-=37^,(ti+2»/,+3».3+... + 8%+9%+10»t„) 




In manchen Fallen, insbesondere bei schmiedeisernen Balken, 
andern sich die Balkenquerschnitte nicht stetig, sondern in einzeinen 

Mohr: AbbandJ. a. d. Gebiete d. teohnischen Mechanik. 19 




^(83) 
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Punkten plotzlich durch Hinzufugung neuer Gurtungsplatten, so dafi 

die graphische DarsteUung der Tragheitsmomente J die Treppenform 

annimmt. Diese 

Form ist schatzungs- ^ 

weise zu berichti- 

gen, wie in Abb. 13 

angedeutet ist, in- 

dem man beriick- 

sichtigt, dafi das 

Ende der neuenGur- 

tungsplatte span- 

nungslos ist, und 

dafi die Spannungen durch die Nietverbindungen allmahlich auf die 

Platte iibertragen werden. 

12. Einflufl der Veranderlichkeit des Balkenquer- 
schnittes. Im Abschnitt 10 wurde angedeutet, dafi die Biegungs- 
momente und Schubkrafte, welche von einem kontinuierlichen Balken 




Abb. 13. 



Abb. 14. 



^ 1 ^ 1 



--'¥ C ^ 



Abb. 15. 




konstanten Querschnittes aufzunehmen sind, sich nicht erheblich 
andern, wenn man die Balkenquerschnitte so anordnet, dafi -^ und 

bei konstanter Balkenhobe auch die Spannungen der aufiersten 
Balkenfasern annahernd eine unveranderliche Grofie erhalten. Um 
diese Behauptung an einem einfachen Beispiel zu priifen, berechnen 
wir fiir einen gleichmafiig belasteten Balken mit drei gleichen Feldern 
die in Betracht kommenden Grofien einmal fiir konstanten Quer- 
schnitt und das zweitemal unter der Voraussetzung, dafi 

von genau konstanter Grofie sei. Im ersten Falle ergeben die 
Gleichungen 73), 74), 75), wenn q die konstante Belastung der 
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Langeneinheit bezeichnet, und wenn die Stiitzen in gleicher Hohe 

liegen: 

M2 = — 0,100 ql^ 
M\ = 0,080 qV 

M'2 = 0,025 qP \ (84) 

Qi = 0,400 ql = Qi 
4 = 1.100 ql = Qz. 

Im zxveiten Falle, wenn Tc konstant ist, bezeichnen wir mit 
a und h (Abb. 14 und 15) die Abszissen der beiden Balkenquerschnitte 
neben der zweiten Stiitze, fiir die das Biegungsmoment gleicb null 
wird. Zwischen diesen beiden Abszissen ergibt sicb die. Beziehung 

a = i — 6 + -^, (85) 

>venn man Gleichung 8) fiir die Balkenfelder 1 und 2 bildet, in 
die erste Gleichung 

x=:a, M=0 
und in die zweite Gleichung 

x = b, M=0 

einsetzt, wobei zu beachten ist, dafl der Symmetric wcgen M^ und 
Jlfj gleich grofl sind. Eine zweite Beziehung folgt aus Gleichung 27): 

= III + Ha. 
Da h konstant ist, so ist 

und 

Folglich ist 

rt* = 2bl. (86) 

Die beiden Bedingungen 85) und 86) (iihren zu der Gleichung: 

— -73- + -72 r-+l=^' (87) 



z^ l^ ' l^ I 

die zwischen und -|- 1 nur die eifie Wurzel 

-T- = + 0,309 

hat. Demnach ist 

a = 0,7865 I 

19' 



292 

M, = iS^ljzd^l = _ 0,1067 ql^ 
Q,=^ = 0.3933 ql 

2gi 
M2 = ^qP + M^= 0,0183 ql* 

Qa zn 1,50 ql— Qi = 1,1067 gi. 
Vergleicht man diese Werte mit denen in den Gleichungen 84), 
so zeigt sich, dafl der Unterschied sehr gering ist Es ist jedoch 
keineswegs zulassig, dieses Ergebnis zu verallgemeinern und etwa 
anzunehmen, dafl der Einflufl der Veranderlichkeit des Balkenquer- 
schnittes stets geringfiigig sei. In solchen Fallen, die nickt zwischen 

M 

den beiden Grenzen liegen, in denen die Groflen J oder -y- konstant 

sind, kann der bezeichnete Einflufl sehr betrachtlich werden. 

13. Literarische Notizen. Die vorstehende Abhandlung 
enthalt in erheblich gekurzter Form den Inhalt der Beitrdge zur 
Theorie der Hoh- und EisenJconstruktionen in der Zeitschrift des 
Architekten- und Ingenieur-Vereins zu Hannover, i860, S. 323 und 
407, und 1862, S. 245. 

Die Beziehung zwischen den drei Stiitzenmomenten fiir den 
Fall, in dem die Stiitzen in glcicher Hdhe liegen (Gleichung 33) 
wurde zuerst von Bertot veroffentlicht; Comptes rendus de la Soci6t^ 
des Ing^nieurs civils 1855, p. 278. 

Die Gleichung 30), welche die Hohenlage der Stiitzen beriick- 
sichtigt, kommt zuerst in meiner Abhandlung vom Jahre i860 
(S. 328)*vor. 

Beide Gleichungen werden in Deutschland irrtiimlicherweise 
die Clapeyronschen Gleichungen genannt. Die von Clapeyron in den 
Comptes rendus vom Dezember 1857 mitgeteilte Gleichung stimmt 
mit der von Bertot iiberein. 

Der Einflufl der Hohenlage der Stiitzen wurde zuerst unter- 
sucht von : 

Kopche, Ueber die Dimensionen von Balkenlagen: Zeitschrift 
des Architekten- und Ingenieur»Vereins zu Hannover, 1856. 

Scheffler, Theorie der Gewolbe, Futtermauern und eisernen 
Brucken, Braunschweig 1857. 
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Orashof, Ueber die relative Festigkeit mit Riicksicht auf deren 
moglichste Vergroflerung durch angemessene Unterstiitzung ; Zeit- 
schrift des Vereins deutscher Ingenieure, 1857 — 1859. 

Ferner sind zu nennen: 

Winklei', Beitrage zur Theorie der kontinuierlichen Briicken- 
trager; Ziviiingenieur 1862. 

Bresse, Cours de M^canique appliqu^e, Troisi^me Partie; 
Paris 1865. 

Weyrauicht Allgemeinc Theorie der kontinuierlichen und ein- 
fachen Trager; Leipzig 1873. 

Handbuch der Ingenieurwissenschaften, Bd. 11, Der Briickenbau, 
3. Aufiage, 1901, S. 364. 
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Abhandlung IK. 



Die elastische Linie. 



I. Darstellung der elastischen Linie eines geraden 

Balkens als Seilkurve. Im Abschnitt 2 der Abhandlung VIII 

wurde die Differentialgleichung der elastischen Linie eines geraden 

Balkens : 

d^y _ _ M 



0) 



abgeleitet. In dieser Gleichung bezeichnen .r, y die Koordinaten 
eines Punktes B der elastischen Linie ABC (Abb. i und 2), bezogen 
auf eine nach rechts zeigende 
wagerechte a;-Achse und eine 
nach unten zeigende lotrechte 
y-Achse; ferner bezeichnet M 
das Biegungsmoment und J 
das Tragheitsmoment des 
Balkenquerschnittes B^ endlich 
€ den Elastizitatsmodul des 
Balken materials. Das Biegungs- 
moment M ist positiv, wenn 
die konkave Seite des gebogenen 
Balkens nach oben gekehrt ist. 

Eine Differentialgleichung von derselben Form: 

d^y _ k 




Abb. 2. 



dx 



2 



H 



C^) 



hat nach (II, 1 1) die Seilkurve, deren lotrechte Belastung auf der 
unendlich kleinen Strecke dx die veranderliche Grofle k dx hat, und 
deren Horizontalkraft mit H bezeichnet wird. Die Koordinatenachsen 
sind dieselben wie fiir Gleichung 1), und die Lasten k dx sind positiv, 
wenn sie nach unten zeigen. 
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Aus der Uebereinstimmung der beiden Differentialgleichungen 
geht hervor, dafi die elastische Linie als eine Seilkurve angesehen 
werden Jcann, wenn entweder 



Oder 



sJ 

M 

J 



= h und H=l 



= k 
M=k 



und 11=: € 

U=€J 



und 



(3; 

(5) 



Oder 

gesetzt wird. 

Die Ordinaten y der elastischen Linie sind in den meisten 
Fallen der Anwendung so klein, dafi sie nicht darstellbar waren, 
wenn man sie in demselben Maflstabe auftragen miiflte wie die 
Abszissen x, Man kann aber nach (II, 7) die Ordinaten einer 
Seilkurve in einem beliebigen Verhaltnis vergrojicnij indem man die 
Horizontalkraft H in dem gleichen Verhaltnis vcrkleincrf. Tragt 

M 

man also z. B. die Belastungen k gleich - , und die Horizontal- 

kraft H anstatt eins gleich Y^>^^: auf, so ergibt die Seilkurve die 

Ordinaten r/ der elastischen Linie in tausendfacher Vo'grqfierung. In 
manchen Fallen ist es zweckmaBig, die Ordinaten ?/ in naliirlicher 
Orofie darzustellen. Ist der Mafistab der Abszissen l:n, so hat 
man zu diesem Zweck die Horizontalkraft H anstatt gleich eins 

1 



n= 



n 



aufzutragen. Diese Eigenschaft der Seilkurve ermoglicht die An* 
wendung des graphischen Verfahrens auf die Darstellung der 
elastischen Formanderungen eines geraden Balkens. Aber auch fiir 
die Berechnung dieser Formanderungen bietet die oben beschriebene 
Beziehung wesentliche Vorteile, wie im nachsten Abschnitt an einigen 
Beispielen gezeigt werden soil. 

2. Beziehungen zwischen der elastischen Linie und 
den Biegungsmomenten und Stiitzkraften eines Balkens. 

i) In Abb. 3 bezeichnen 
^ ^ A, B, C drei beliebige 

Punkte einer elastischen 
Linie und u die lotrechte 
Ordinate^!) desPunktesB 
in bezug auf die Sehne A (\ 
Abb. 3. Ferner ist Ai Q ein wage- 
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rechter Balken, der lotrecht unter A und C in den Punkten Ai und C^ 

frei unterstiitzt ist. Wir lassen die Belastungen — j- der elastischen 

Linie auf den Balken einwirken und bestimmen das hierdurch er- 

zeugte Biegungsmoment m im Balken querschnitt Bi. Zu diesem 

Mdx 
Zweck ist nach (II, 8) die Seilkurve der Lasten - — =^, also die 

elastische Linie ABC zu bilden, und die Ordinate u im Lote des 
Balkenquerschnittes Bi zu messen. Es ist dann 

m = Hu 
oder, weil 

ist: 



m =z u. 



(6) 



Demnach ist u das Biegungsmoment, das im Balkenqucrschnitt Bi von 

Mdx 
den Lasten — j- des Balkens A^Ci erzeugt tcird. 




Abb. 4. 



2) In Abb. 4 sind A, B, C drei beliebige Punkte einer 
elastischen Linie, die in bezug auf eine wagerechte nach rechts 
zeigende .r-Achse und eine lotrechte nach unten zeigende y-Achse 
die Koordinaten (jcj, j/J, (.Tg, y^), {x^, j/3) haben. Ferner sind 
AiBi und B2C*i zwei wagerechte, an ihren Enden frei unteistiitzte 
Balken, deren Stutzen in den Loten der Punkte A, B, C liegen. 

Wir lassen auf diese Balken die Belastungen — ^- der elastischen 

eJ 

Linie einwirken und bestimmen die beiden Stiitzkrafte b^ und Jj, 
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die von den beiden Balken auf die Stutzen Bi und B^ iibertragen 
werden. Zu dem Zweck ist nach (II, 4) und (II, 10) die Seil- 
kurve ABC zu bilden. Die Tangenten der Punkte A, B, C sind 
mit 8*1, §6, 84, die Schlufilinien AB^ BC mit s^, s^ bezeichnet. Der 
Krafteplan (Abb. 5) bestimmt die Krafte ai, 64, ftj, c^t die von den 
Balken auf die Stutzen iibertragen werden. Aus der Aehnlichkeit 
des Dreiecks S^b^biSi im Krafteplan mit dem Dreieck BCE im 
Lageplan und aus der Aehnlichkeit der Dreiecke J?2)J?, ^^jB folgt: 



&1+&2 _ DE . CD 
~ BD "^ BD 



H 



Oder, weil H gleich eins ist: 



FB ■ CD 

AF "•" BD 



h, + h 



1/2 — Vl _L 2/2 — 2/8 



tTo — iX^i 



+ 



rr, 



X'2 



0) 



Die Koordinaten der drei Punkte A, B, C bestimmen also die 
Summe der beiden Stiltzkrdfte &i, b^ (vergl. VIII, 4). Bei An wen- 
dung der vorstehenden Beziehungen ist zu beachten, dafi die Balken- 

lasten — ^- unbenmmte Zahlen sind. Daher sind auch die Stiitz- 
sJ 

krafte bi, b^ unbenannte Zahlen, und das Biegungsmoment m ist wie 

die Ordinate u eine Streche. 

Beispiel 1. Ein Balken AC (Abb. 7) von prismatischer Form 

und der Stiitzweite I ist gleichmaBig 

mit pi belastet; es ist die elastische 

Einsenkung 

BD = y^ 

in der Balkenmitte zu berechnen. 
Die Belastungsflache (Abb. 6) A^E^C^ 
der elastischen Linie ist ein Parabel- 
segment von der Scheitelhohe 




8fJ 



Jeder der beiden Balken AiBi, BiCx tragt also eine Belastungs- 
flache 



^,A£'i= : 



2 I 1) p 



2ieJ' 



3 2 8«J 
deren Schwerpunkte von den Stutzen Ai, C\ um die Strecken 



5 



.4, Fx = Ci (?i = " I 
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abstehen. Daher haben die Stiitzkrafte 61, &« die Groflen 



, 5 pP bpl^ 

Oi — b^ — -^ 2UJ~ T9277 ' 

und da die Ordinaten der Punkte A, C: 
sind, so ist nach Gleichung 7): 



2y^._+l|^:=j.+j,. 



also 



I 



_ bpl ^ 
'^'- 384* J 



Beispiel -<?. Ein prismatischer Balken AB (Abb. 8) von der 
Stiitzweite I tragt in 
dem Punkte C von der 
Abszisse 



Abb. 8. 



I 



AC=c> 



die Last P; es sind die 
Koordinaten 

AiE^=a\, EiFi=yi 

des tiefsten Punktes Fi 
seiner elastischen Linie 
A Fi A (Abb. 9) zu be- 
stimmen. Wir betrach- 
ten die Ordinaten y als 
Darstellung der Bie- 




^' 



gungsmomente des Balkens, die von der Belastungsflache ADB 
hervorgerufen werden. Dieses Dreieck hat die Hohe 






und da sein Schwerpunkt S von der Stiitze B den wagerechten Ab- 

21 c 

- hat, so ist die von ihm in A erzeugte Stiitzkraft: 



stand 



3 



._2l — c kl_Jc(2l — c) 



Die Tangente Fi O^ der elastischen Linie im tiefsten Punkte Fi ist 
zur Schlufllinie Ai 5i parallel; daher ist die von dem Dreieck ^J&iJ^ 



I' 
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dargestellte Belastung K der Strecke AE gleich der Stiitzkraft A, 
Da die Strecke 

c 

ist, so folgt: 

, Tc (2? — c) jjr Xi Xxh 

^- 6 -^=T~r 

und hieraus 



■n = i^^-^ 



-») 



Das von den beiden Kraften A und X* erzeugte Biegungsmoment y^ 
hat die GroBe 

xj^ = Ax, — Xy = ^Kx, = 4g- 
oder, wenn die Werte von k und Xi eingesetzt werden: 

Ist der Balken in seiner MUte belastet, also 

I 

SO wird bekanntlich 

I , Pi« 



^1 = -.y und t/i = 



48«jr 



3. Graphische Bestimmung der elastischen Linie eines 
geraden Balkens. Beispiel I. Fiir den Balken sind gegeben: 
die im Maflstabe i : 200 dargestellte Stiitzweite 

AC= 12a) cm, 

ferner die graphische Darstellung der Tragheitsmomente J des 
Balkenquerschnittes (Abb. 10) im MaBstabe 

1 cm = 60 (XX) cm* 

und die graphische Darstellung der Biegungsmomente J/ (Abb. 11) 
im MaBstabe 

1 cm = l()00(X)Ocmkg, 

endlich der Elastizitatsmodul 

€ = 2000000 kg cm-«. 
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Hieraus ergab sich die Belastungsflache der elastischen Linie (Abb. 12), 
d. h. die graphische Darstellung von 



im Mafistabe 






200000 cm = 1 cm-i. 



Die Belastungsflache wurde in vier Flachenteile 1, 2, 3, 4 
zerlegt , deren 
Groflen durch 
unbenannte Zah- 
len ausgedrilckt Abb. 10. 
werden und im 
Krafteplan (Ab- 
bildung 13) in 
dem Mafistabe 

500 cm = 1 

dargestellt wor- 
den sind. Die 
Horizontalkraft 
des Seilpolygons 
wurde 

1 



Abb. II. 



Abb. 12. 



n= 



400 

= 1,25 cm 



gewahlt. Da der 
Maflstab der Ab- 



Abb. 13.' 




K^-^-H 



szissen 

1 cm = 200 cm 
ist, so werden die Ordinaten der elastischen Linie im Mafistabe 



1 cm = 200 cm 



1 1 

-.-r— = -V- cm 

400 2 



dargestellt. Die elastische Linie beriihrt nach (11, 10) das Seil- 
polygon der Lasten 1, 2, 3, 4 in den Ordinaten, welche diese 
Flachenteile voneinander trennen. Die zur Schlufilinie AiCi parallel 
gerichtete Tangente B^Ei bestimmt den Punkt Bi der tiefsten Ein- 
senkung u der elastischen Linie. 

Beispiel 2. Der gleichmafiig belastete Balken AD (Abb. 15) 
besteht aus drei prismatischen Teilen, deren Querschnitte die Trag- 
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Abb. 15 



Al^ 



Abb. 16. 




ZL^ 



heitsmomente J^, J^, J^ haben. Es wurden dargesteUt: die GroBen fj 
durch Abb. 15 im MaBstabe 1 cm = 16 • 10*^ cm^ kg, die GroBen M 

in Abb. 16 im 
MaBstabe 1 cm 
=12-10^ cm kg. 
Diese Belastungs- 
flache wurde der 
Deutlichkeit we- 
gen nur in drei 
Teile zerlegt, 
deren GroBen 1, 
2, 3 im Krafte- 
plan Abb. 17 im 
MaBstabe 1 cm 
= 8-108 cm^kg 
aufgetragen wur- 
Abb. 17. l.--^;^ ! 1 den. Fur die Ho- 

rizontalkrafte sJ 

diente der 2CX> 

fach kleinere 

MaBstab 1 cm ^n 16 • 10^° cm^ kg. Da der MaBstab der Abszissen 

1 : 200 ist, so erhielten die Ordinaten u der elastischen Linie in 

Abb. 18 ihre natiirliche GrojSe. 

4. Gegenseitige Beziehung zwischen den Senkungen 
zweier Punkte eines an seinen Enden frei unterstiitzten 
Balk ens. In Abb. 19 bezeichnet AD einen in den Punkten A und D 
frei unterstiitzten Balken von veranderlichem oder konstantem Quer- 
schnitt. B und C sind zwei beliebige Punkte der Balkenachse. 
Wird der Balken im Punkte B mit einer gegebenen Last P belastet, 
so entsteht die elastische Linie ACiD und im Punkte C eine 
elastische Einsenkung 

CC, = 2/0- 

Wird dagegen dieselbe Last P im Punkte C angebracht, so 

entsteht die elastische Linie AB^D und im Punkte B eine elastische 

Einsenkung 

BBi = yh' 

Die zu beweisende Beziehung besteht darin, daB 

Vc = Vb 
ist, daB also die Senkmig des Punktes C iiifolgc eine)' Belastung P 
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des Punktes B eheii so grofi ist i(ne die Senkung des Punktes B 
infolge der Belastung P des Punktes C. 

Urn diese Behauptung zu beweisen, bestimmen wir zuerst die 
Senkung yi, und betrachten, wie im Abschnitt 2 beschrieben wurde, 
yi, als das Biegungsmoment des Balkenquerschnittes J3, das von 
den Lasten 



kdx = 



Mdx 
"7J" 



der elastischen Linie AB^D erzeugt wird. Wir bezeichnen die 



Abb. 19. 



Abb. 20. 



Abb. 21. 




Strecken AB, CDy AD (Abb. 19) mit 6, c und I und die Abszisse 
irgend einer Last k dx mit x. Die Darstellung von M wird durch 
Abb. 20 gegeben. M hat die Grofle 

Pcx , ,._ P{l — c){l — x) 



M= 



Oder M =■ 



I "^' - I 

je nachdem x<l — c oder x >l — c 

ist. Eine der unendlich kleinen Lasten kdx von der Abszisse x 
erzeugt in dem Balkenquerschnitt B das unendlich kleine Biegungs- 
moment 

X Z — X 

dyb =1 k dx -j-Q — &) Oder dyi, =2 kdx — ^ — b, 

je nachdem x < h oder x>b ist. 

Fiir jeden Punkt der Strecke AB ist x<l — c und x<b 

„ „ BC ,, x<l— c „ x>b 

,, „ CD n x>l — c „ .r>6. 



>» 
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Demnach erzeugt jede Last kd.v der Strecke 

Pcx X 
AB das Biegungsmoment dy^ = ^— y- ^^' V (' — ^) 

BC „ „ dyb = -j~r^dx — J — b 

CD „ „ dyt = -^ ^ ^^~~l — *• 

Die Integration ergibt also: 

P \ ri rx \ x^ dx , J I X {I — x) dx 



I 




+ h(l-c) v:_!^y_:rj^ (8) 



Im zweiten Falle, wenn der Punkt B die Last P tragt und die 
GroBen M durch Abb. 2 1 dargestellt werden, ist 

M^l('--J!l- Oder M=i!^^, 

je nachdem x < b oder ic> 6 

ist. Eine Last A dx von der Abszisse a; erzeugt im Balkenquer- 

schnitt C ein Biegungsmoment 

dyc=^lcdx -J- c oder dy^ = it ^^' — 7 — (^ — c)» 

je nachdem x<:l — c oder .i" > Z — c 

ist. Demnach erzeugt jede Last h dx der Strecke 

AB das Biegungsmoment dyc = —--f—,- — dx-j c 

Tin 1 Pb(l — x) J X 

BC „ „ dyc = —j^j--dx-^c 

CD „ „ dye = — ^^j— -dx j -(l — c), 

woraus durch Integration folgt: 

^ /7 2,\ I x^ dx . J I x(l — x) dx 

y'=iw\^^-^^' -j-+^' — j — 

Jo J h 

J(l-c) ] 
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Die Gleichungen 8) und 9) zeigen, daB 

yh = yc 

ist, wie oben behauptet wurde. 

5. Bestimmung der elastischen Senkungen eines 
Balkenpunktes bei verschiedenen Belastungen des 
Balkens. Es kommt hicht selten die Aufgabe vor, die Senkungen 
eines bestimmten Balkenpunktes C (Abb. 22) fiir eine Reihe von 
gegebenen, einfachen oderzusammengesetzten Belastungen des Balkens 
zu bestimmen. In einem solchen Falle kann das im Abschnitt 3 
beschriebene Verfahren durch ein einfacheres ersetzt werden, das 




Abb. 22. 



an einem Beispiel erklart werden moge. Es soil die Senkung y des 
Balkenpunktes C bestimmt werden, die bei der gegebenen Belastung 
Pi, P2, P3 eintritt 

Die Kurve ACiD zeigt die elastische Linie des Balkens in dem 
Falle, wenn er nur eine einzige, im Punkte C angebrachte Last Pq 
tragt. Die Balkenpunkte P^, P2, P3 erleiden in diesem Belastungs- 
falle die Senkungen j/j, y^, y^. Wiirde im Punkte P| als einzige Last 
des Balkens Pq angebracht, so wiirde sich nach der im vorigen Ab- 
schnitt bewiesenen Beziehung der Balkenpunkt C um y^ senken. 
Da die Senkung der Last proportional ist, so erzeugt die Last P^ 
des Punktes Pj eine Senkung des Balkenpunktes C von der GroBe 



Pi 

Po 



p p 

2/1, Ebenso ergeben sich die Senkungen -^ y^ und ~ 



ya des 



Punktes (7, die von den Lasten Pg und Pg erzeugt werden. Die 
ganze Senkung des Punktes C bei der Belastung P^, P^, Pj hat also 
die Grofle 

y = p- Wj/i + -P2J/3 + ^3j/3). 
Die Lange y kann vermittels eines Seilpolygons bestimmt werden. 
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Bringt man in den Endpunkten der Ordinaten t/^ y^, y^ die Horizontal- 
krafte P^, P2, P3 an und bildet mit der Normalkraft Pq (Abb. 23) das 
Seilpolygon EF in Abb. 22, so ist nach (II, 7): 

y^AF. 

Um sonach fiir jcde gegebene zusammengesetzte Belastung des 
Balkens die Senkung y des Punktes C vermittels einer Gleichung von 
der Form 

y ^ -p^ (10) 

bestimmen zu konnen, braucht nur die eine elastische Linie AGiD 
gebildet zu werden, Es ist zu beachten, daC das Verfahren in 
gleicher Weise anwendbar ist fiir Balken veranderlichen Querschnittes 
wie fiir prismatische Balken. 

Die Ordinaten y^ , 2/2 , yg bestimmen den Einfiufi^ den die 
Lasten Pj, Pj, P3 auf die Grofle der Senkung y des Punktes C aus- 
iiben. Mit Riicksicht auf diesen Zweck nennt man die Kurve AC^D 
eine Einflufilinie, welche die Entstehung der Grofle y veranschaulicht 
und ihre Bestimmung ermoglicht. 

6. Die Stiitzkrafte eines kontinuierlichen Balkens. 
Bei der Berechnung eines kontinuierlichen Balkens werden entweder 
die Stiitzkrafte der Mittelstutzen oder die Biegungsmomente der 
Balkenquerschnitte iiber den Mittelstutzen, die sogenannten Stutzen- 
momente, als statisch unbestimmbare Groflen in die Rechnung ein- 
gefiihrt. Bei einem Balken veranderlichen Querschnittes gestaltet 
sich die Rechnung am einfachsten, wenn die StutzJcrdftc als Un- 
bekannte gewahlt werden, wahrend es vorzuziehen ist, die Stiitzcn- 
momente zunachst zu bestimmen, wenn der Balken prismatisch, sein 
Querschnitt also Jconstant ist. 

In Abb. 24 ist ein kontinuierlicher Balken veranderlichen Quer- 
schnittes dargestellt; derselbe ist in den Punkten A, P,,Ci,2) ge- 
stutzt und tragt in den Punkten E, P, O, H die Lasten Pi,P2,P3,P4. 
Die Tragheitsmomente J der Balkenquerschnitte sind gegeben. Die 
Endstutzen A und D liegen in einer Horizontalen. Die Hohenlage 
der Mittelstutzen P^, d ist durch die Ordinaten 

BB,=yj, CC,=yu 
gegeben. Diese Ordinaten sind in demselben Maflstabe wie die Or- 
dinaten der elastischen Linien aufzutragen. 

Um die unbekannten Stiitzkrafte X/, Xjj der Mittelstiitzen Pj, C^ 
zu bestimmen, beseitigen wir diese Stiitzen, nicht aber die Stiitz- 

Mohr: AbhAndl. a. d. Gebiete d. technischen Mechanik. 20 
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krafte und bilden hierdurch einen Balken, der an seinen Enden A, D 
gestiitzt ist und aufier den gegebenen positiven Lasten Pj, P21 ^^o -Pt 
die unbekannten negativen Lasten Xy, Xy/ tragt. Wenn durch zvvei 
Gleichungen von der Form der Gleichung 10) ausgedriickt wird, 
daB bei dieser Belastung die Balkenpunkte B und C die gegebenen 
Senkungen i/j und ijjj annehmen miissen, so ergeben sich zwei Be- 
dingungen, aus denen die Unbekannten Xj, X/j zu berechnen sind. 
Das Verfahren andert sich nicht, wenn die Anzahl der Mittelstiitzen 
groBer oder kleiner als zwei ist. 

Zu dem angegebenen Zweck wurden die beiden elastischen 
Linien AB^C^B und ABzC^B des Balkens gebildet, die entstehen, 




Abb. 24. 

wenn eine Last von willkiirlich gewahlter GroflePo im ersten Falle 
im Punkte P, im zweiten Falle im Punkte C angebracht wird, und 
wenn alle iibrigen Lasten beseitigt werden. Die Ordinaten der 
beiden Kurven in den belasteten Punkten E,B,F,GyC,H werden in 
dieser Reihenfolge mit u^, uj^ i/g, Wg, un, u^ und r^ vj, v^, Vg, vjj, ^4 
bezeichnet. DaB der Balkenpunkt B in dem gegebenen Zustande 
die elastische Senkung 

BB^ = yj 
annehmen soil, wird nach Gleichung 10) durch die Bedingung: 

Poyj = P^u^— Xjuj + P2W2 + P3W3 — Xjiujj + P4W4 
ausgedriickt. Ebenso fordert die Gleichung: 

PoVii = Pi ^1 — Xj vj + P2 t'a + P3 «'3 — Xji vji + P^v^, 
daB die Ordinate der elastischen Linie im Punkte C^ die ge- 
gebene GroBe 

CC, = yn 
annehmen mufi. Die beiden Bedingungen bestimmen die GroBen 
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der Stiitzkrafte Xi und Xn. Diese Krafte zeigen nach oben, wenn 
ihre Werte positiv sind. Die Rechnung wird in der Regel noch 
dadurch vereinfacht, dafi die Ordinaten yj, yn die Werte null haben. 
Nachdem die Stiitzkrafte Xjj X/i der Mittelstiitzen in der angegebenen 
Weise berechnet worden sind, konnen die Stiitzkrafte der End- 
stiitzen A und D vermittels eines Seilpolygons bestimmt werden 
(II, 4), welches zugleich die Biegungsmomente der Balkenquerschnitte 
ergibt (H, 8). 

7. EinfluBlinien. Die vorstehende Untersuchung zeigt, dafi 
die Stiitzkrafte X und folglich auch die Biegungsmomente M und 
die Schubkrafte T der Balkenquerschnitte (VII, 8) Funktionen ersten 
Grades der Lasten P und der Stiitzordinaten y sind. Jede dieser 
Groflen, z. B. das Biegungsmoment M des Balkenquerschnittes von 
der gegebenen Abszisse x^ kann also dargestellt werden durch eine 
Gleichung von der Form 

-M'=«iPi + «2A + + -£12// + -£^22///+ , (11) 

in welcher Cn ^2 . . . und E^, E2 . . . Groflen bezeichnen, die von 
den Lasten P und von den Stiitzordinaten y miabhdngig sind. Jede 
dieser unbekannten GroBen e und E kann unabhdngig von den 
anderen bestimmt werden. Um z. B. die Grofie Ci zu ermitteln, 
bestimmt man das Biegungsmoment M^ des Balkenquerschnittes, 
welches entsteht, wenn alle Lasten P mit Ausnahme von P^ und 
alle Stiitzordinaten y gleich null gesetzt werden, und erhalt e^ aus 
der Gleichung 

Mi = eiPi. 

Die Linie, welche durch ihre Ordinate fiir jede Abszisse x der 
Last P die zugehorige Grofie e darstellt, wird die Einflufilinie des 
Biegungsmomentes M genannt, weil die Ordinate e ftir jede Lage 
der Last P den EinfluB darstellt, den die Last P auf die Grofie 
von M ausiibt. Ein Beispiel solcher Einflufllinien wurde bereits im 
Abschnitt $ gegeben. 

8. Beziehung zwischen drei aufeinanderfolgenden 
Stiitzenmomenten eines kontinuierlichen Balkens von kon- 
stantem Querschnitt. Die durch Gleichung 7) ausgedriickte 
Bedingung gilt fiir je drei Punkte der elastischen Linie, also auch 
ftir die Punkte, die von drei aufeinander folgenden Stiitzen 2, 3, 4 
(Abb. 25) des kontinuierlichen Balkens beriihrt werden. Um die 
Gleichung 7) ftir diese drei Punkte zu bilden, sind in Abb. 26 die 
Biegungsmomente der Balkenfelder 2 und 3 dargestellt worden, 

20* 
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Wir bezeichnen mit l^ und l^ die Stutzweiten der beiden Fclder, mit 
!/2i y3» l/i ^'^ gegebenen Ordinaten der Stiitzen 2, 3, 4, mit M^, J/3, M^ 
die unbekannten Stutzenmomente, denen wir das positive Vorzeichen 
beilegen, wenn, wie es in der Regel der Fall ist, die JconJcave Seite 
des gebogenen Balkens iiber der Stiitze nach unten gekehrt ist. 
Die Momentenflache des zweiten Balkenfeldes laBt sich in drei 
Teile zerlegen. Die Flache 

ACDE — V.i 

stellt die gegebenen, positiven Biegungsmomente 9K dar, die ein- 
treten wurden, wenn der Balken iiber jeder Stiitze durchschnitten 



Abb. 25. 



Abb. a6. 




wiirde. Zu diesen positiven Momenten treten die negativen Biegungs- 
momente hinzu, die von der Trapezflache -45 jFiS' oder den beiden 
Dreiecken 



und 






EFB^W^ — — -,^M^U 



dargestellt werden. Wird diese Belastungsflache der elastischen 
Linie, deren Horizontalkraft gleich eJ ist, in den Punkten A und E 
gestiitzt, so haben die drei von den Flachen Fg, U^, W^ in E cr- 
zeugten Stiitzkrafte die Groflen 



io ' 3 ~~ 6 
In Gleichung 7) ist also 



3 



7, _ T^2^^2 -5^3 h J/3 h 
^'-~h 6 3-' 

t'2 bezeichnet in diesen Formeln den Horizontalabstand des Schwer- 
punktes S2 der Flache ACDE von dem Lot des Funktes A, 
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Wir zerlegen in gleicher Weise die Momentenflache des dritien 
Balkenfeldes in die drei Teilfiachen: 

EGHK— Fj 
EFK—IL — — 



M,h 



KJF—W^ = -- 



r _ MJ, 



Der Schwerpunkt /S, der Flache EGHK hat vom Lot der Stiitze 4 
den Abstand V3. Wird die Momentenflache als Belastung des Balkens 
EK angesehen, so iibertragt sie auf E die Stutzkraft 

, Fjt'a M^li Mth 
''■' = ~l, 1 G"' 

Aus Gleichung 7) ergibt sich also die Bedingung: 



V h h J I'i I3 ^ 



(12) 



3 6 

Die Anzahl der Bedingungen dieser Art, die fiir je zwei benachbarte 
Balkenfelder gebildet werden konnen, ist ebenso grofl wie die An- 
zahl der zu bestimmenden unbekannten Stiitzenmomente. 

Sind beispielsweise die beiden Balkenfelder 2 und 3 gleichmafiig 
mit P'J'i und p^l^ belastet, und liegen die drei Stiitzen 2, 3, 4 in 
gleicher Hohe, so ist 

r —A 7 ^^2 '2^ _ Ihh"^ 



— 1^1 '3^ 
3— j2 



r t 



- 1 7 _ 1 ; 

' -i — '.f 'i> '■» — ~>" '3 

yi = y3 = 2/4 

und folglich (vergl. VIII, Gleichung 33): 

J/,/, 4- 2M, (/, + /,) -f M, h = ^'']-^' + ^''^/-' (v^) 

9. Die Biegungsmomente eines kontinuierlichen 
Balkens von konstantem Querschnitt in dem Fall, wenn nur 
ein Balkenfeld belastet ist, und alle Stiitzen in gleicher 
Hohe liegen. Wenn ein Balkenfeld unbelastet ist, so verschwindet 
fiir dieses Feld die im vorigen Abschnitt mit T' bezeichnete Be- 
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lastungsflache, und die Biegungsmomente des Feldes werden infolge- 
dessen durch eine gerade Linie dargestellt. Die Abb. 27 zeigt eineri 
Balken mit sieben Feldern, von denen nur eins, das vierte, belastet 
ist, wahrend alle anderen keine Lasten tragen. Fiir die beiden 
ersten Felder nimmt, da das Biegungsmoment des Balkenquer- 
schnittes iiber der Endstiitze 

ist, die Bedingung der Gleichung 12) die folgende Form an: 



0_— -3 \ g-- 



woraus folgt: 






Hk + k) 
h 



(14) 



Die Gleichung 14) zeigt, dafl die beiden Stutzenmomente I/2 und J/3 
verschiedene Vorzeichen haben, und dafl ihr Groflenverhaltnis un- 
verdnde^'lich und von der gegebenen Belastung des Balkens unab- 




hangig ist. Die gerade Linie JBiCj, welche die Biegungsmomente 
innerhalb des zweiten Feldes graphisch darstellt, schneidet die Ab- 
szissenachse ABC daher in einem fesfen Punkte N^, dessen Lage 
durch Gleichung 14) bestimmt wird. 

Fiir die beiden unbelasteten Balkenfelder 2 und 3 gilt nach 
Gleichung 12) die Bedingung: 

woraus in Verbindung mit Gleichung 14) folgt: 

Mi 



_ 2(1, + 10 I I, _lj 

h ^ h 2 (I, q 



(15) 



Mi h ' h 2(1^ + 1^) 

Die gerade Linie CiDi, welche die Biegungsmomente des drilten 
unbelasteten Feldes darstellt, geht also ebenfalls durch einen festen 
Punkt N3 der Abszissenachse, dessen Lage durch die Gleichung 15) 
bestimmt wird. 
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In gleicher Weise kann man die Lage der festen Punkte O7, Op, O5 
ermitteln, durch welche die Form der graphischen Darstellung der 
Biegungsmomente der unbelasteten Felder am rechten Balkenende 
bestimmt wird. Da die Stiitzenmomente fiir die Endstiitzcn 1 und 8 
gleich null sind, so fallen die festen Punkte N^ und O7 mit den 
Punkten A und H (Abb. 28) zusammen. 

Die vorstehende Betrachtung zeigt, dafl, wenn ein Balkenfeld 
belastet ist, nur die beiden Stiitzenmomente M^ und M^ neben dem 
belasteten Felde zu ermitteln sind. Fiir die anschlieflenden un- 
belasteten Balkenfelder wird dann die graphische Darstellung der 
Biegungsmomente durch die festen Punkte N und bestimmt. 

Aus der Differentialgleichung der elastischen Linie 

d^ y M 



dx 



.2 



J 



geht hervor, daB die Wendepunlcte dieser Kurve dort liegen, wo das 
Biegungsmoment M sein Vorzeichen wechselt, wo also 

ist. Die Abszissen der Wendepunkte werden demnach Unhs von 
dem belasteten Balkenfelde durch die festen Punkte N und rechts 
von diesem Felde durch die festen Punkte bestimmt. 




h" 



^ 



a\ 



I ■ ■ ■ , -r-TTrT^ yr , . I ■ , y ■■ 




y/M'^^\ 



-X-tv--*i 



Jt 



Abb. 29. 



Abb. 30. 



10. Die Bestimmung der beiden Stiitzenmomente 
neben dem belasteten Balkenfelde. Von dem in Abb. 29 
dargestellten kontinuierlichen Balken konstanten Querschnittes ist 
nur das driiie Feld belastet. Das Polygon DFG zeigt die ge- 
gebenen positiven Biegungsmomente 9JJ. Zu bestimmen sind die 
beiden unbekannten Stiitzenmomente il/j undil/4. Die festen Punkte N, 
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der iibrigen Balkenfelder, die nach den Regeln des Abschnittes 9 
bestimmt worden sind, ergeben in bekannter Weise die Biegungs- 
momente der unbelasteten Felder. Wir bezeichnen wieder mit T3 
die Grofle der positiven Momentenflache DFG und die Abstande 
ihres Schwerpunktes 6' von den Loten der Stiitzen 3 und 4 mit v-^ 
und v^. 

Die Gleichungen 12) fiir die Felder 2, 3 und 3, 4 lauten dann: 

_ y^r, _ M,k _ M, (I2 + h) _ MJ, 

k~ G " 3 6 ' ^^^^ 

^ = ~k 6 3 r 6~' ^^') 

Ware das dritte Balkenfeld unbelastet, dagegen eins der 
folgenden Felder, z. B. das vierte Feld, so belastet, dafl die Dar- 
stellung der Biegungsmomente ABCDE innerhalb des zweiten 
Feldes unverandert bliebe, so wiirden die Biegungsmomente inner- 
halb des unbelasteten dritten Feldes durch die negative Flache DEU 
und die positive Flache UHR dargestellt werden. Die Gleichung 12) 
ergibt fiir diesen Belastungsfall die Bedingung: 

u o u 

In Verbindung mit Gleichung IG) folgt hieraus: 

_ ^ ; '"^ - \ (J/, + HR) 



Oder 



Eine ahnliche Betrachtung, bei der man voraussetzt, das dritte 
Feld sei unbelastet und eins der links liegenden Felder 1 oder 2 
werde so belastet, dafl die Darstellung GHJLK der Biegungs- 
momente im vierten Felde unverandert bleibt, fiihrt in Verbindung 
mit Gleichung 17) zu der Bedingung (Abb. 30): 

^^- -A (19) 

Werden die beiden durch die Gleichungen 18) und 19) be- 
stimmten Strecken OR und DS aufgetragen, so bestimmen der 
Schnittpunkt U der Geraden DR mit dem Lot von N^ und der 
Schnittpunkt Q der Geraden OS mit dem Lot von O3 die Lage 
der Geraden EUQH und hierdurch die Grofien der Stiitzenmomente : 

Ifs = DE und J/, = OH. 
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Besonders einfach gestaltet sich die Konstruktion, wenn die 
Belastung ^3 Zj gleichmaBig uber das Feld verteilt ist (Abb. 31). 

Dann ist die Flache T3 ein 
^ 4^ 'C- ^ — S- Parabelsegment DFO von 




der Grofle 



9 



T" — —-7 



i\ 



Pa h^ 



1 



12 



^4 = -^ I 

id 



und 



GB = DS = 



3F, 



Abb. 31. 



2 TF, 



Die Geraden DR und GS schneiden sich also im Scheitel F 
der Parabel DFO. 

II. Die von einer Einzellast erzeugten Biegungs- 
momente eines kontinuierlichen Balkens von konstantem 
Querschnitt. Die Abb. 32 zeigt einen Balken auf vier Stutzen 



^- 






f— ff.— I 



/,-J? 



4- 



/^ 



L 







R 



Abb. 32. 



von glcicher Hohe. Nur das zweite Feld ist belastet, und zwar mit 
einer Last P, deren Abstand von der zweiten Stiitze mit x be- 
zeichnet ist. Die positive Belastungsflache Tj des zweiten Feldes 
ist daher ein Dreieck von der Hohe 

TF = -"' ^'-^ "" '^'^ 



und der GroBe 



I, 



DFG -^y., = -'' ^\ ■''^- 



0) 



ai4 

Der Schwerpunkt dieses Dreiecks hat von den Loten der zweiten 
und dritten Stiitze die Abstande: 

r^ = . und ?', = \ • 

Die Strecken D S un6. OR (Abb. 30 und 32) haben daher in diesem 
Falle die Groflen: 

GR = ^IV •' = ^-\ ' '"^ ■' S~ '' = TfU + ^^-^\ c, 

Ds = ^^=. ^' ^^] -^^ - A.+ ^- = r^ f 1 + f-) . (.20 

Man zieht also, um die Punkte R und 8 auf geomctrischem Wege 
zu bestimmen (Abb. 32): 

AFB II D© 

FR II 7)1? 
und 

i^S^ II GA. 

Die Gcraide EH, die auf den Stiitzenordinaten die Stiitzenmomente 

DE=M^ und GH = M, 

abschneidct, wird dann wie im vorigen Abschnitt bestimmt durch 
den Schnittpunkt U der Geraden DR mit dem Lot von N^ und den 
Schnittpunkt Q der Geraden GS mit dem Lot von O^. Die graphische 
Darstellung der vori der Einzellast P erzeugten Biegungsmomente 
wird demnach durch das Polygon CDKFLGJHLKEC gebildet 
Die Ordinaten der Flachen CDKE und JGLH bestimmen negative 
Biegungsmomente, wahrend die Ordinaten der Flache KFL positive 
Biegungsmomente darstellen. Die Wendepunkte der elastischen 
Linie liegen auf den Loten der Punkte K und L, 

Es ist zu beachten, daB fiir alle Lagen der Last P innerhalb 
des zweiten Feldes die Biegungsmomente der Strecke N^^ 0-2 zwischen 
den beiden festen Punktcn Xj und O2 stets po^ifiv sind. 

Wenn die beschriebene Konstruktion fiir mehrere Lagen der 
Last P auszufiihren ist, so benutzt man die ParabelDPG^ als geo- 
metrischen Ort des Punktes P. Der Scheitel dieser Parabel hat die 

Abszisse -- Aj und die Ordinate P^' • 

Um die beiden Stiitzenmomente durch Rechnung zu bestimmen, 
bezeichnen wir die drei Strecken (Abb. 32) D^X-j, X^O.^t OjG^ mit 
^21 ^2» C'2 und beachten, dafi nach den Glcichungen 20) und 21) 
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GR=OH-{-HR = :?^-('* --|/"^ ^» "^^ = M, + .V, !^^-+^-^ 

D8=DE-\-ES^ ■^■' ^'* ",*^ ^'« + ^) = 3/^ 4. ji;;, £2 + ^2 
ist, woraus folgt: 



'2 ^2 



(22) 



(23) 



Nach diesen Gleichungen laflt sich die Beziehung zwischen jedem 
der beiden Stiitzenmomente M2, M^ und der Abszisse x der Last P, 




4-'?C 



Abb. 33. 

welche die beiden Momente erzeugt, graphisch darstellen. Abb. 33 
gibt die Darstellung von M^. D und O sind die Stiitzen 2, 3, und 
A ist der mit P belastete Punkt; also ist 

DG = U und DA = x. 
Um fiir jede Abszisse x durch die Ordinate AB das Biegungs- 
moment 

Pn 

AB = M, = , ,7 rr (/g - ^0 (2h — 3(^2 - a) 
zu bestimmen, ist aufzutragen: 
GE=lj — 3Ci, 



EF=.2K BH=^U, HJ=^ 



Es ist dann die Parabel BJG zu bilden, deren Scheitel mit dem 
Punkte J zusammenfallt. Durch den Endpunkt G der Parabel- 
ordinate AC zieht man die Gerade 

6\CC2 I BG, 

welche das Lot von P in Tj, schneidet. Die Gerade EB(\ be- 
stimmt dann den Endpunkt B der Ordinate AB\ denn es ist 

Ba-i 4r (^2 — -0 



AC.= FC\ = 



U^ 
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und 



folglich 






EF 



2h, 



AB= '^ ^^^^- ^^llli^\ -'-^ — ^^'^ "_? := M. 



Der geometrische Ort DBB^G des Punktes JB bildet die Einflufl- 
linie des Stiitzenmomentes M^ innerhalb des zweiten Balkenfeldes; 
denn ihre Ordinate AB bestimmt fiir jede Lage A der Last P den 
EiniluB dieser Last auf die Bildung des genannten Momentes. 

Auf der Geraden EBC2 Hegt, wie man leicht erkennt, noch 
ein zweiter Punkt B^ der EinfluBlinie, namlich auf der Parabel- 
ordinate 

A,C, = AC = FC^i. 

In ganz ahnlicher Weise entsteht die EinfluBlinie DJG (Abb. 34) 
des Stiitzenmomentes M^ nach Anleitung der Gleichung 23). Im 
vorliegenden Bei- 
spiel stehen die ^m jc ^j \/ 

vier Stutzen (7p 

Di, Gu Ji (Ab- 
bildung 32) sym- 
metrisch zur Bal- 
kenmitte. Daher 
sind die beiden 

EinfluBlinien 
DBGnndBJG 
(Abb. 34) kon- 
gruent und sym- 
metrisch gegen 

die Balkenmitte. Mit Hilfe dieser beiden Kurven und der Parabel DFG 
von der Scheitelhohe 

MS = ^ Pk 

bildet man die graphische Darstellung der Biegungsmomente fur 
jede Lage A der Last P innerhalb des zweiten Feldes in folgender 
Weise: Man zieht die Parabelordinate des Punktes A 




tragt 



af=f''^^'~-^\ 

'•i 

Mi = DE= AB 
M3 = QH= AJ 
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auf, und bestimmt hierdurch die ebenso wie m Abb. 32 bezeichnete 
Momentenflache EDKFLOK 

12. Die Einflufilinien der Biegungsmomente eines 
kontinuierlichen Balkens von konstantem Querschnitt. Um 
eine vollstandige Uebersicht iiber die Entstehung der Biegungs- 
momente zu gewinnen, zerlegt man jedes Balkenfeld durch Quer- 
schnitte in sechs bis acht gleiche Teile, bringt nacheinander iiber 
jedem der Querschnitte die Einzellast P an und bildet fur diese 
Lastlagen nach Anleitung der Abb. 32 oder 34 die graphischen 
Danstellungen der Biegungsmomente. Die Einflufilinie des Biegungs- 



Abb. 35. 



Abb. 36. 



Abb. 37. 




'"'Il-Wf'"'' 



^^""■■""■■'Ill ' 






momentes Mt eines bestimmten Balkenquerschnittes E (Abb. 37) 
entsteht dann, indem man in jeder Lage der Last P das im Balken< 
querschnitt E erzeugte Biegungsmoment M^ als Ordinate auftragt. 
Auf diesem Wege ist beispielsweise in Abb. 35 die Einflufilinie fiir 
den Balkenquerschnitt D iiber der zweiten Stiitze, also fiir das 
Stiitzenmoment M^, ferner in Abb. 36 fiir den Querschnitt B und 
in Abb. 37 fur den Querschnitt E gebildet worden. 

Ein anderes Verfahren wird in der Abhandlung XI, Abschnitt 17 
beschrieben. 

13. Die von einer Einzellast Perzeugten Schubkrafte T 
der Querschnitte eines kontinuierlichen Balkens. Wenn 
fiir einen Belastungsfall durch die graphische Darstellung die 
Beziehung zwischen dem Biegfungsmoment M und der Abszisse z 
des Balkenquerschnittes gegeben ist, so bestimmt man nach 
Gleichung 21) der Abhandlung VII die Schubkraft oder Querkraft 
des Querschnittes durch die Formel 

dM 



T = 



de 



(24) 



Die Grofie T tragt das positive Vorzeichen, wenn auf den Balkenteil 
links vom Querschnitt eine nach oben zeigende Resultante wirkt. 



318 



Wir wahlen als Beispiel die in den Abb. 32 und 38 gegebene 
Darstellung der von einer Einzellast P erzeugten Biegungsmomente. 
Die Mafie sind in die Zeichnungen eingeschrieben, und zwar die 
Langen in Meter, die Biegungsmomente in Meter-Tonnen und die 



Abb. 38. 



Abb. 39. 




in Abb. 39 dargestellten Schubkrafte in Tonnen. Fiir das erste 
Balkenfeld CD hat T die konstante Grofle 

T -^--M-- ^ lOfit 

Fiir den Abschnitt DF des zweiten Balkenfeldes hat die Schubkraft 
den konstanten positiven Wert: 

ferner fiir die Querschnitte des zweiten Abschnittes FO den 
negativen Wert: 

und fiir die Querschnitte des dritten Balkenfeldes GJ ist 

T, = + -^= + 7,3t. 

Die Einftufilinie der Schubkraft eines bestimmten Balkenquer- 
schnittes kann auf dem im Abschnitt 12 beschriebenen Wege ge- 



c 



.i....±_A:^.Lu.^^^^^^r ' ' ^ 




Abb. 40. 

bildet werden. Beispielsweise ergibt sich fiir den Querschnitt E des 
zweiten Balkenfeldes die in Abb. 40 dargestellte Einflufilinie. Die 
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zugehorigen Darstellungen der Schubkrafte fiir eine Reihe von Lagen 
der Last P wurden, da sie nichts Bemerkenswertes bieten, hier 
fortgelassen. 

14. Graphische Bestimmung der Biegungsmomente 
eines kontinuierlichen Balkens von konstantem Quer- 
schnitt bei gegebener Belastung und Stutzenlage. Das im 
folgenden i\x beschreibende Verfahren soil an dem in den Abb. 41 
bis 46 dargestellten Beispiel erlautert warden. Der Langenmafistab 
der Abszissen ist 1 : 100. Die Horizontalkraft H der als Seilkurve an- 

zusehenden elastischen Linie wurde gleich — r - gewahlt; daher sind 

die Ordinaten der elastischen Linie sowie die gegebecien Ordinatenyg, y^ 
der Mittelstiitzen in bezug auf die wagerechte Achse B^ B^ der End- 
stiitzen in 7iaturlicher Grofle dargestellt. 

Wie im Abschnitt 8 wird die von der Ordinate 

beschriebene Belastungsflache der elastischen Linie fiir jedes Balken- 
feld zerlegt in die gegebene positive Flache V und die beiden 
unbekannten negativen Dreiecksflachen U und W. Die Lasten U 
und W zerlegen die Lange I eines jeden Balkenfeldes in drei gleiche 

Teile -5-. Fiir das erste Balkenfeld ist 

fur das zweite: 

und fiir das dritte Feld 



28 J' ^'"^~TeJ 






Die Darstellung der gegebenen Belastungsflachen V ist fort- 
gelassen. 

Nach Abschnitt 2 konnen die Ordinaten j/oi Vs ^^^ Mittel- 
stiitzen angesehen werden als die Darstellung der Biegungsmomente, 
welche in den Balkenquerschnitten iiber den Mittelstiitzen 2, 3 ent- 
stehen, wenn der Balken nur in den Endstiitzen 1, 4 gestutzt 
und mit den Lasten F, , J\\^ Do, F2» ^n C^i. ^3 belastet wird, mit 
anderen Worten: das durch die beiden Endstiitzen B^, B^ gelegte 
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Scilpolygon der Lastcn I/, V, W muB auch durch die Mittelstiitzen 
-B21 ^3 gehen. Zeichnet man (Abb. 41) gesondert voneinander das 
Seilpolygon B^G^iC^B^^ der gegchenm positiven Lasten Fj, Fj, F3 



-f- T -if -^ 



r-^-r-"-^-*i 







^ 



Abb. 44. 



Abb. 41. 



Abb. 45. 



Abb. 46. 



und das Seilpolygon BiD^B^B^ der unbekannten negativen 
Lasten TF^, JJ^y TF2, f/3, so miissen demnach die Ordinaten der 
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beiden Polygene in den Loten der Mittelstutzen die Bedingungen 
erfiillen: 

B,D, = -B2C,. B,Ds = -B,G,. 

Hlerdurch sind die Punkte Dg, D^ des unbekannten Seil- 
polygons bestimmt. Die drei ersten Seiten BiWi, FilZg, C/iWa 
dieses Polygons haben folgende drei Bedingungen zu erfullen: 

1. Die Seiten BiWi, WiV^ gehen durch die gegebenen Punkte 

Bit Dg. 

2. Die beiden Seiten BiW^y V2W2 schneiden sich auf der 
Resultanten B2 der beiden Lasten W^, U^. Die Lage von R^ ist be- 
stimmt durch das Verhaltnis: 

'1 . h 



W\ \ 1/2 '1 • ^3 



3 • 3 



Daher ist der Abstand zwischen W^ und B^ gleich - - L, und der 

o 

zwischen B^ und 172 gleich ^ l^. 

o 

3. Die Gerade B1D2 schneidet die Polygonseite 1^2 TF2 in 
einem festen Punkte ^2*1 denn fiigt man zu den Lasten des Seil- 
polygons im Punkte Bi noch eine nach unten zeigende Last von 

der Grofie ,. Wi hinzu, so fallt die neue Polygonseite 8q mit der 
o 

festen Geraden JBiDg zusammen, weil die Resultante der beiden 
Lasten -f- -^-Wi und — Wi mit dem Lot des Punktes D^ zusammen- 
fallt. Die durch den Punkt -^2 gehende Resultante der drei Lasten 
"h q- Wi, — W^f — Uq hat eine feste Lage, weil das Groflen verhaltnis 
dieser drei Lasten: 

+ I'Wi :-Wi:-U, = +^:-h:-h 

unveranderlich ist. Man bestimmt den festen Punkt ^2, indem man 
der Geraden Bi Wi B^ zunachst eine beliebige Lage gibt. Man zieht 
darauf die Geraden WiD^U^^ B^U^ und bestimmt N^ durch die 
Gerade BiD^N^. Um die Zeichnung des Seilpolygons nicht mit 
Linien zu uberladen, ist es vorzuziehen, die Projektion n^ des festen 
Punktes ^2 auf die Horizontal 6164 in einer Hilfsabbildung 44 zu 
bestimmen. Man gibt also der durch h^ gelegten Geraden bitVir^ 
eine beliebige Richtung und zieht darauf die beiden Geraden tCih^u^ 
und r^n^u^i, 

llohr: Abhandl. a. d. Gebiete d. technischen llectunik. 21 



Von den drei Polygonseiten U^W.^, W^U^, U^S^^ (Abb. 41) 
sind folgende Bedingungen zu erfiillen: 

1. Die Seiten U2W2 und W^U^ gehen durch die gegebenen 
Punkte N2 und Dg, 

2. Die beiden Seiten U^ W2 ^^^ U^ -S4 schneiden sich auf der 
Resultanten M^ der beiden Lasten W^, 17^. Das Verhaltnis 

bestimmt die Lage von i2g. 

3. Die Gerade N2D3 schneidet die Polygonseite U^B^ in 
einem festen Punkt N^. Um in Abb. 44 die Projektion W3 des 
Punktes N3 zu bestimmen, zieht man durch n^ irgend eine Gerade 
rio W2 ^3 und darauf die Geraden w^ 63 W3 und r^Ti'^v^. 

Das Seilpolygon jBi TTi Z/g 1^2 t^a jB^ (Abb. 41) entsteht dem- 
nach auf folgendem Wege. Man bestimmt zunachst die Punkte n^, n^ 
durch Abb. 44, darauf die Punkte iVi, N^^ durch den Linienzug 
Bi D2 A^2» ^^2 -D3 N3. Dann ist die Polygonseite 

B^ U:n iV^i Eli bestimmt durch die Punkte B^^ iS^3 

^3 -^3 "2 '1 '» »• »• ^Si -^3 

■t^B ''2 '2 ^2 ""^2 " " »' " -^3» ''S' ^'2 

C'2 -l/^ ^> 1 .. 1. .1 .. ^21 X/2 

Xt j{ n 1 X) 1 ,, ,, ,. ,, Xt^, Up Jji. 

Man gewinnt also Proben fiir die Richtigkeit und Genauigkeit der 
Zeichnung aus den Bedingungen, dai3 die Punkte iJg, W2f iV^ ""^ 
-Bg, TF^, ^1 auf geraden Linien liegen miissen. 

Die Lasten TFp Z/g, TFg? ^i ^'^^ dadurch die unbekannten 
Stiitzenmomente Jfg, Jfg werden durch den Krafteplan des Seil- 
polygons in Abb. 43 bestimmt. Die Horizontalkraft H ist, wie be- 

reits oben angegeben wurde, gleich der Zahl jr^r- 

Das Seilpolygon der Lasten ?7, W kann ein zweites Mai in 
entgegengesetzter Reihenfolge der Seiten gebildet werden, indem 
man in Abb. 45 von der letzten Stiitze B^ beginnend, genau wie 
oben beschrieben wuide, zunachst die festen Punkte 02, Oi in 
Abb. 46 und darauf in Abb. 45 durch den Linienzug B^ D^ 02y 
O2 D% Oi die festen Punkte Og und Oi bestimmt. Alsdann kann 
das Polygon der Seiten B^ W^ 0^ B^, W^ A f^2, -^2 U2 W2 0, jBs, 
W2 -D3 U-i, B^ U'i B4, gebildet werden. Auf diesem Wege gewinnt 
man weitere Proben fiir die Genauigkeit der Zeichnung. 

15. Anwendung auf den Fall, in dem nur ein Balken- 
feld belastet ist, und alle Stiitzen in einer Horizontalen 
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liegen. Der in Abb. 49 dargestellte kontinuierliche Balken hat 
dieselben Stiitzweiten l^, l^, Z3 wie der in Abb. 46. Dadurch ist die 
Lage der festen Punkte o^, o^ gegeben. Der Balken ist nur in 
einemf und zwar im ersten Felde belastet. Die Momentenflache 61 e 63 
(Abb. 50) und deren Schwerpunkt s bestimmen Grofle und Lage 
der positiven Last F^. Die Lasten V^ und F3 sind gleich null, 
weil das zweite und das dritte Balkenfeld unbelastet sind. Das Seil- 



Abb. 47. 



Abb. 48. 



Abb. 49. 



Abb. 50. ^ 




polygon Bi Vi B^ der Last Vi wurde vermittels des Krafteplans 
Abb. 47 gebildet, in dem 

Flache 61^62 



V^ = 



eJ 



und 



H = 



10() 



aufzutragen war. Da die Abszissen im Mafistabe i : 100 dargestellt 

sind, so erhalten die Ordinaten der elastischen Linie die naturliche 

Grofle. Die Stlitzen B^, B.^, B^, B^ (Abb. 49) liegen auf einer Hori- 

jsontalen, folglich die Punkte Dj, Dg, B^ auf einer Geraden. Bildet 

man nun nach Anleitung des vorigen Abschnittes das Seilpolygon 

der Lasten TTi, U^y TFj, U^, so ergibt sich, dafi auch die Punkte Oi, 

21* 
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O2, Os auf der Geraden D^D^B^ liegen. Infolgedessen besteht 
eine einfache Beziehung zwischen den beiden Stiitzenmomenten 
eines jeden Feldes des unbelasteten Balkenteils JB^B^Bi, z. B. zwischen 
den Stiitzenmomenten JM^, M^ des unbelasteten zweiten Feldes. Da 
die beiden Lasten C/^, WTj die Feldweite l^ in drei gleiche Teile 
zerlegen, so ist nach (II, 7) in Abb. 49: 



folglich 



oder 



W,-l-l, = -i^H^D,F, 



[/a : F2 = — Jfg : + 3/3 = D2 E : D^F 



d. h. die gerade Linie m^m-i, die in Abb, 50 die Biegungsmomenie 
des eweiten BaVcenfeldes darstellt, geht durch den festen Punkt o^ 
dieses Feldes, Die gleiche Bedingung gilt fiir jedes nach rechts 
folgende Balkenfeld. Im vorliegenden Beispiele ist das dritte Feld 
bereits das letzte, und daher fallt der feste Punkt O3 mit der End- 
stiitze 64 zusammen. Wenn links von dem belasteten Balkenfelde 
unbelastete Felder liegen, so haben in diesen Feldern die festen 
Punkte n die oben bezeichnete Eigenschaft. 

Die in der vorstehenden Betrachtung verwendeten festen 
Punkte n und stimmen demnach iiberein mit den Punkten N 
und Of die im Abschnitt 9 auf dem Wege der Rechnung bestimmt 
wurden. 

Der Krafteplan Abb. 48 der Lasten U und W kommt nur zur 
Anwendung bei der Bestimmung der Stiitzenmomente neben dem 
belasteten Felde, weil der iibrige Teil der graphischen Darstellung 
der Biegungsmomente durch die festen Punkte n, bestimmt wird. 
Im vorliegenden Beispiel war nur 

_ 2W,€J 



M, = - 



h 
zu berechnen, und Wi aus Abb. 48 zu entnehmen. 

Die Ausdehnung des in den Abschnitten 14 und i5 be- 
schriebenen graphischen Verfahrens auf die Berechnung der kon- 
tinuierlichen Balken von verdnderlichem Querschnitt bietet zwar 
keine besonderen Schwierigkeiten, das Verfahren wird jedoch wesent- 
lich umstandlicher infolge der weniger einfachen Bestimmung der 
Lasten U, F, W nach Grofle und Lage. Unseres Erachtens verdient 
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bei der Berechnung des kontinuierlichen Balkens von verdnderlichem 
Querschnitt das im Abschnitt 6 entwickelte Hilfsmittel den Vorzug. 

i6. Einflufi der Hohenlage einer Stiitze. Die Abb. 52 
bezieht sich auf einen kontinuierlichen Balken konstanten Quer- 
schnittes auf fiinf Stiitzen. Die vier Stiitzen jB^, jRj, B^^ B^ liegen 
auf einer Horizontalen, die Stiitze B^ dagegen um das gegebene Mafl 

B,B,=y, 

unter derselben. Die Stiitzweiten sind im Maflstabe I : 200 dargestelit, 
die Ordinate y^ zeigt ihre natiirliche Grofle. Daher ist diq Hori- 
zontalkraft der elastischen Linie: 

200 

Wenn der gewichtslose und unbelastete Balken die fiinf Stiitzen 
beriihrt, so entstehen die in Abb. 53 dargestellten Biegungsmomente, 



Abb. 51. 



Abb. 52. /r 



Abb. 53. r- 




welche nach Anleitung des Abschnittes 14 in den Abb. 51 und 52 
in folgender Weise bestimmt worden sind. 

Alle Lasten V sind gleich null; das Polygon der Lasten U, W 
mufi daher durch die fiinf Stiitzpunkte gehen. Um dieses Polygon 
zu bilden, wurden zunachst in Abb. 51 die festen Punkte tia, n^, n^ 
bestimmt. Daraus ergaben sich die festen Punkte N^, N^t N^ in 
Abb. 52 durch den Linienzug BiB^N^, N^B^N^, N^B^N^^, Von 
den sieben Seiten des Polygons der Lasten C7, W sind hier- 
durch je jnvei Punkte bestimmt, wenn sie in dieser Reihenfolge 
aufgetragen werden: £5 ViN^, U^B^Ws, W^U^N^, U^B^W^, W^U^N^, 
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U^B^Wi, WiBi, Will man die Zeichnung priifen, so kann man 
wie in den vorigen Abschnitten die festen Punkte o und zu 
Hilfe nehmen. 

Der Krafteplan Abb. 54 ergibt die beiden Lasten 

und hierdyrch die beiden Stiitzenmomente Mq, M^. Wegen der 
symmetrischen Stiitzenlage ist im vorliegenden Beispiel: 

Die Gerade B^B^ schneidet die Polygonseite TJ^W^ im Punkte C 
Da die beiden Lasten [^2, W^ die Stiitzweite l^ in drei gleiche Teile 
zerlegen, so ist 

U^ :W^ = - M^ : -^^ M^ = B^C : CB^, 

Man gewinnt demnach eine Probe fiir die Richtigkeit der Zeichnung 
aus der Bedingung, dafl der Punkt c in Abb. 53 in dem Lot des 
Punktes C liegen mufi. 

17. Literarische Notizen. Der Inhalt der vorstehenden 
Abhandlung ist im wesentlichen dem Aufsatze: Beitrag eur -Theorie 
der HolZ' und EuicnJconstruJctionen; Zeitschrift des Architekten- und 
Ingenieur-Vereins zu Hannover 1868, S. 19 entnommen. Aufier der 
Behandlung der elastischen Linie als Seilkurve enthalt dieser Auf- 
satz die ef'ste Anwendimg dn' Einflufllcarven, Es ist hierbei zu be 
merken, dai3 fast gleichzeitig und unabhangig hiervon Winkler von 
den EinfluBlinien Gebrauch machte in den Mitteilungen des Archi- 
tekten- und Ingenieur-Vereins fiir Bohmen 1868, S. 6. 

Die Abschnitte 4 und 5 entstammen dem Aufsatze: Beitrag zur 
Theorie des FachwerJcs; Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur- 
Vereins zu Hannover 1875, S. 28, Gleichungen 20) und 21). 

Die erste graphostatische Behandlung der Theorie des kon- 
tinuierlichen Balkens findet sich bei Culmanny Graphische Statik; 
Zurich 1866, woselbst die wichtigsten Teile der Aufgabe jedoch 
noch auf analytischem Wege gelost werden. Von spateren Be- 
arbeitungen sind zu nennen: 

W. Bitter^ Die elastisch^ Linie und ihre Anwendung anf den 
kontinuierlichen Balke7i\ Zurich 1871. 

Lippich, Iheorie des kontinuierlichen Balkeris konstanten Quer- 
schnittes. Elementare Darstellung der von Clapeyron und Mohr be- 
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griindeten analytischen und graphischen Methoden und ihres Zu- 
sammenhanges; Forsters Bauzeitung 1871. 

Winkler, Vorirdge iiber Briickenbau] Wien 1875. 

M. Levy, La Statique Oraphique, II® Partie; Paris 1886. 

Muller-Breslau benutzt in seiner Graphischen Statik, Bd. II, 
meine Abhandlung in ausgiebigster Weise, ohne irgendwo seine 
Quelle anzugeben. 

Weitere Literaturangaben finden sich im Handhuch der In- 
genieunoissenschafteji, Bd. 11: Der Briickenbau, 3. Auflage, S. 364. 
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Abhandlung X. 

Der vollwandige Bogentr&ger mit K&mpfergelenken. 

I. Einleitende Bemerkungen. Eiserne vollwandige Bogen- 
trager werden bekanntlich in drei verschiedenen Formen ausgefuhrt 
(Abb. I bis 3). In der ersten Form besteht der Trager aus zwei 
durch ein Gelenk miteinander verbundenen Teilen, die auch an den 
Kampfern gegen gelenkformige Auflager sich stiitzen. Diese An- 



Abb. I. 



Abb. 2. 



Abb. 3. 




ordnung gewahrt den groflen Vorteil, daB die Auflagerkrafte auf 
statischem Wege aus den gegebenen Belastungen mit voller Be- 
stimmtheit sich berechnen lassen, und dafl folglich auch die inneren 
Krafte von den Aenderungen der Temperatur und der Stiitzenlage 
nicht beeinfluflt werden. Von alien Ingenieuren, welche die ge- 
nannten Eigenschaften als wesentliche Erfordernisse einer guten 
Eisenkonstruktion anerkennen, wird solchen Bogentrdgern mit drd 
Odenken der Vorzug gegeben. 
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Die Herstellung gelenkformiger Verbindungen von grofien Ab- 
messungen^ insbesondere eines Scheitelgelenkes, bietet jedoch nicht ge- 
ringekonstruktiveSchwierigkeiten, und aus diesem Grunde werden oft, 
selbst bei kleineren Tragern, nur an den Kampfern Gelenke angebracht. 
Die vier Komponenten der beiden Auflagerkrafte eines solchen 
Tragers werden durch die drei Gleichgewichtsbedingungen vicht be- 
stimmt. Es mui3 daher die Biegungslehre zu Hilfe genommen werden, 
um aus der Bedingung, daB die elastische Formanderung des Tragers 
eine Langenanderung der Bogensehne AB nicht zur Folge habe, 
den Horizontalschub zu bestimmen. Dieser Rechnung liegen also 
die ungenauen Voraussetzungen der Elastizitatslehre und die eben- 
falls ungenaue Annahme zugrunde, dai3 im spannungslosen Zustande 
des Tragers die Lange der Bogensehne AB mit der Spannweite AB 
der Auflager genau sich deckt. Die Berechnung der inneren Krafte 
eines solchen Bogentrdgers mit zwei Oelenken wird demnach eine 
etwa ebenso grofie oder vielmehr geringe Zuverlassigkeit besitzen 
wie die Berechnung eines kontinuierlichen Balkens. 

Noch unsicherer wird die Rechnung, wenn auch die Kampfer- 
gelenke fehlen. Trotzdem gibt man aus dem angefiihrten Grunde, 
namentlich bei groflen Fachwerken, dieser dritten Form nicht selten 
den Vorzug. Die Berechnung solcher Bogenfachwerke ohne Kdmpfer- 
gelenke wird in der Abhandlung XI beschrieben. 

Die Berechnung der vollwandigen Bogentrager mit zwei Ge- 
lenken gehort in das Anwendungsgebiet der graphischen Statik, 
weil das graphische Verfahren einfacher und bequemer sich aus- 
fiihren laJ3t als die Rechnung. 

2. Gang der Untersuchung. Wir gehen aus von der Vor- 
stellung, der gewichtslose Trager, von dem in Abb. 4 nur die Bogen- 
achse dargestellt ist, sei im festen Kampfergelenk A gelagert, wahrend 
das Gelenk B auf wagerechter Auflagerbahn frei sich verschieben 
kann. Wir belasten den Bogen in irgend einem Punkte Ci von der 
Abszisse x mit einem Gewichte 

K=l kg 

und bestimmen die Verschiebung v, die das bewegliche Gelenk B 
infolge der hierdurch herbeigefiihrten Formanderung im Sinne AB 
erleidet. Es ergibt sich, dafl die Verschiebung v proportional der 
Last if und aufierdem nur von den Abmessungen des Tragers und von 
der Abszisse x der Last Z'abhangig ist. Die Kurve A^C^B^ (Abb. 5), 



330 



welche die Beziehung zwischen der Abszisse x und der Ordinate 



v = c^a, 



zur Anschauung bringt, kann als Seilkurve dargestellt werden. 

Wir beseitigen jetzt die Last K und lassen eine ebenso grofle 
wagerechte Kraft K im Sinne von B nach A auf das verschiebbare 
Kampfergelenk B einwirken. Es zeigt sich, dafi die hierdurch 



Abb. 4. 



Abb. 5. 



Abb. 6. 



Abb. 7. 




herbeigefiihrte elastische Verschiebung u des Gelenkes B der Kraft K 
proportional ist. 

Wir lassen ferner gleichzeitig eine lotrechte Last K gleich 1 kg 
auf den Punkt (7j des Bogens und einen Horizontalschub H von 
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unbekannter GroBe im Sinne BA auf das Gelenk B einwirken. Wenn 
hierbei das Gelenk B keine Verschiebung erleiden, also seine Lage 
nicht verandern soil, so muO 

//= - K (1) 

sein; denn die 'Last ^ in Verbindung mit iliren lotrechten Auf- 
lagerkraften verschiebt das Gelenk B nach auBen um die Strecke r, 
wahrend die Horizontalkraft von der Grofie H eine Verschiebung 

-^ u nach innen bewirkt. Damit beide Verschiebungen einander 

aufheben, muB 

H 

sein. Da u eine unveranderliche Strecke bezeichnet, so kann die 
Ordinate v als graphische Darstellung des Horizontalschubes ^Tgelten, 
der von einer wandernden Einzellast 

K=lVg 

erzeugt wird. Die Kurve zeigt also den Einflufi, den die Lage jener 
Einzellast auf die GroBe des von ihr hervorgerufenen Horizontal- 
schubes ausiibt, und wird daher die Einflufikurve dieses Schubes H 
genannt. 

Nachdem die Strecken v und u bestimmt worden sind, konnen 
fiir jede Lage der Einzellast K GroBe und Lage der von ihr er- 
zeugten Kampferdriicke K^ und E^ bestimmt werden; denn die lot- 
rechten Komponenten dieser Driicke werden durch die Gleich- 
gewichtsbedingungen bestimmt. Die drei Krafte Ky K^, K^ schneiden 
sich in einem Punkte Cg, weil sie eine Gleichgewichtsgruppe bilden. 
Der geometrische Ort Cq F dieses Schnittpunktes (Abb. 7) wird die 
Eampferdrucklinie genannt. Dieselbe wird in folgender Weise be- 
nutzt, um nach (VII, 6) die ungiinstigsten Lagen der beweglichen 
Belastung zu ermitteln. Es sei z. B. die Aufgabe, die beiden Lagen 
der beweglichen Belastung zu bestimmen, bei denen in dem unieren 
Randpunkte M des Bogenquerschnittes MN die Grenzspannungen 
hervorgerufen werden. Man zieht zu diesem Zweck die Druck- 
linie AFOB (Abb. 7) durch den oberen Randpunkt des QiurschnUtS' 
kernes und bestimmt hierdurch die Belastungsscheide jP; denn fiir 
alle Einzellasten, welche rcchts von F liegen, schneidet die Druck- 
linie oberhalb des Punktes den Querschnitt. Alle diese Lasten er- 
zeugen in dem Querschnittspunkte M Ziigsj^annungen, wahrend die 
• Drucklinien aller Einzellasten links von F unier liejjen und hier- 
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durch angeben, dafi die von ihnen in M hervorgerufenen Spannungen 
JDriicAspannungen sind. 

Gewohnlich wird bei solchen Rechnungen angenommen, dafl 
die betreffenden Fahrbahnstrecken gleichmqfiig belastet sind. Bei 
Ermittlung der Grenzspannungen der Bogenquerschnitte entsteht 
dann die Aufgabe, den Horizontalschub H des Bogens zu be- 
stimmen und durch eine Strecke 

(Abb. 6) graphisch darzustellen, der von einer gleichmafiig verteilten 
Last kx der Fahrbahnstrecke 

A^C^ = x 
hervorgerufen wird. Die Untersuchung zeigt, dafi auch diese Kurve 
A^C^F^B^y welche die Beziehung zwischen H und x darstellt, in 
einfacher Weise als Seilkurve gebildet werden kann. 

Endlich sind die Spannungen des Bogens zu ermitteln, die von 
Temperaturanderungen und von zufalligen Aenderungen der Stiitz- 
weite hervorgerufen werden. 

3. Die inneren Krafte und die Formanderung eines 
Bogentragers. Die Formanderung eines Bogentragers wird herbei- 
gefuhrt durch die Biegungsmomente, die Normalkrafte und die 
Schubkrafte, welche von den Tragerquerschnitten aufzunehmen sind, 

• Von diesen drei 
Ursachen braucht 

in praktischen 
Fallen nur die 
erste beriicksich- 
tigt zu werden, 
weil gegen den 
EinfluB der Bie- 
gungsmomente 
derjenige derNor- 

mal- und der 
Schubkrafte ver- 
schwindet. Man 
vergleiche hier- 

uber die naheren Angaben in der Abhandlung: Beitrag zur 
Theorie der Bogentrdger in der Zeitschrift des Architekten- und 
Ingenieur-Vereins zu Hannover 1870, S. 398. Wir setzen ferner 
voraus, dafl die Hohe des Bogentragers klein ist im Vergleich zum 
Kriimmungshalbmesser der Bogenachse, so dafi ein kleines Bogen- 




Abb. 10. 
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stiick BCED (Abb. 8) zwischen zwei benachbarten Querschnitten ohne 
erheblichen Fehler als ein Prisma angesehen werden kann. Dem- 
gemaB kommen die folgenden, aus der Abhandlung VII bekannten 
Beziehungen zur Anwendung. In Abb. 8 bezeichnen BD und CE 
zwei Nachbarquerschnitte, die auf der Bogenachse FO das unendlich 
kleine Stiick ds abschneiden. Im Querschnitt (Abb. 9) bezeichnet 8 
den Schwerpunkt und A den Angriffspunkt des resultierenden 
Normaldruckes N, Der Angriffspunkt A liegt auf der Symmetrie- 
achse y, die nach oben zeigt und in 8 ihren Anfangspunkt hat; 
die Ordinate y^ des Punktes A ist also positiv, wenn A fiber 8 liegt. 
yi und y^ bezeichnen die positive und die negative Grenzordinate der 
Querschnittsflache F, deren Tragheitsradius in bezug auf die wage- 
rechte Schwerpunktsachse mit i bezeichnet wird. Die in Abb. 10 
dargestellten Spannungen in dem oberen und dem unteren Rand- 
punkte der Querschnittsflache und in ihrem Schwerpunkte 8 werden 
bestimmt durch die Gleichungen (VII, Gleichung 12) 
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denn der nach dem Schwerpunkt versetzte Normaldruck N erzeugt 
die gleichmafiig verteilte Druckspannung "w , wahrend von dem Bie- 
gungsmoment 

im oberen Randpunkte J5 des Querschnittes die Druckspannung - ,^- 

und im unteren Randpunkte D die Zugspannung .^ - hervorgerufen 

wird. Diese Biegungsspannungen haben nach (VIII, 2) zur Folge, 
dafl sich der Bogenquerschnitt CE gegen den Querschnitt BD um 
einen unendlich kleinen Winkel 

^ijryr^ J Mds Mds 

CGC, = d<p = -^., = —j- (3) 

dreht. Die Winkel cZy bestimmen die hier in Betracht kommenden 
Formanderungen des Bogentragers. Wenn der Bogentrager AB 
(Abb. 1 1) im Gelenk A gelagert ist, wahrend das Gelenk B auf der 



:):u 



wagerechten Auflagerbalin frei sich verschieben kann, so laBt sich 
die mit der Formanderung des unendlich kleinen Bogenteils 



C ^ 




K 



Abb. 1 1. 



verbundene Bevvegung aus folgenden zwei Bewegungen zusammen- 
setzen. Bei der ersie^x Bewegung dreht sich der Bogenteil C^B 
gegen den ruhenden Bogenteil AC^ um den unendlich kleinen 
Winkel 

eJ 

wobei der Punkt B nach Bi sich verschiebt. Bei der zweiten Be- 
wegung, einer Drehung des ganzen Bogens ACiB um das Gelenk A 
gelangt Bi in die Auflagerbahn nach B2. Da die Dreiecke CCiB 
B2BB1 geometrisch ahnlich sind, so hat die von der Formanderung 
des Bogenstiickes ds herbeigefiihrte Verschiebung dv des Gelenkes B 
die Grofie 



^T xj ds 
dv = BB.^ = BB^ sin a^^C^B dy sin a = -^ — , 



(4) 



wenn mit y die Ordinate C^G des Bogenpunktes Cj in bezug auf 
die Bogensehne bezeichnet wird. Die Verschiebung besteht in einer 
Verlangerung oder in einer Verkiirzung der Bogensehne AB, je 
nachdem das Biegungsmoment M positiv oder negativ ist. 

4. GraphischeBestimmung der Streckent;. Das graphische 
Verfahren soil an einem Beispiel erlautert werden, dessen Zahlen- 
werte nicht einem ausgefiihrten Bogentrager entnommen sind, 
sondern mit Riicksicht auf die Deutlichkeit der Zeichnungen will- 
kiirlich gewahlt wurden. Gegeben ist die Bogenachse, von der eine 
Halfte AE^ durch Abb. 13 im Mafistabe 1:600 dargestellt wird. 
Die Bogensehne hat die Lange: 

2^E=i = 5800cm. 

Die Bogenhalfte AE^ ist durch die Punkte B^, C^, Di in vier mit 
den Nummern 1, 2, 3, 4 bezeichnete Telle zerlegt. Die folgende 
Tabelle gibt fiir diese vier Telle die Langen ^5 und die Mittel- 
werte von eJ und y. Mit Riicksicht auf die Deutlichkeit der 
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Zeichnungen wurde die Anzahl der Bogenteile sehr klein gewahlt; 
steht mehr Raum zur Verfiigung, so empfiehlt es sich, jene Anzahl 
etwa auf das Doppelte zu vergroBern. 



Bogenteil 


1 ' 


' 2 

1 

1 


' 3 


4 


Js in cm 


800 

260 

28 


800 


800 
1010 


800 


y in cm 


710 

1 


, 1160 


f /in 10" kg qcm 


26 

568 


24 


22 


(1 kg • y J 8) in 10' kg qcm 


208 


808 

( 

I 


928 




Abb 12. 

Wenn der im Gelenke A (Abb. 12) fest und im Gelenke B ver- 
schiebbar gelagerte Trager im Punkte E^ von der Abszisse x^ mit 
1 kg belastet wird, so ist das Biegungsmoment fur jeden Bogen- 
querschnitt von der Abszisse x zwischen A und Ei : 

xQ — a;,) 



J|f=-f-lkg 



und fiir jeden Querschnitt zwischen E^ und B: 

(I — x) Xi 



Jf=+lkg 



/ 



Diese Belastung erzeugt eine Verlangerung der Bogensehne, die 
nach Gleichung 4) folgende Grofie hat: 



/ Myds ^ , i x( 



(I — Xi)yds 



+ lkg 



Xi (I — x)y ds 



(5) 



IbJ ' / leJ 

Urn die Strecke v graphisch darzustellen, belasten wir einen geraden 
Balken, der in den Punkten A und B frei unterstiitzt ist, auf der 
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Horizontalprojektion dx eines jeden Bogenelements ds mit einer 
Last, die fiir dieses Bogenelement durch die positive Zahl 

dargestellt wird. Diese samtlichen Zahlenlasten erzeugen in dem 
Balkenquerschnitt E^ von der Abszisse x^ ein Biegungsmoment von 
der Grofle der Strecke v. Es ist hierbei zu beachten, dafl die 
Biegungsmomente StrecJcen sind, wenn die Lasten durch unbenannte 
Zahlen dargestellt werden. Jede Last von der angegebenen Grofle 
erzeugt in dem Querschnitt E^ ein Biegungsmoment 

^, x(l—x.)yds J ^, x.(l — x)vds 
1 kg . -^ — —^(^^- — Oder 1 kg . -^ ^- - /— -, 

je nachdem die Abszisse x der Last kleiner oder grofler ist als die 
Abszisse X-^^ des Balkenquerschnittes jEj. Samtliche Lasten erzeugen 
also in dem Querschnitt E^ die in Gleichung 5) durch die Integrale 
bezeichnete Biegungsmomentensumme v. 



Abb. 13. 



Abb. 16. 







Tjwx Bestimmung dieser Biegungsmomente wurde in den 
Abb. 14 und 15 das Seilpolygon ^3 jBg Gj 2)3 jE, gebildet aus dem 
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lO CXX) CXX) fachen der Lasten 1 kg • yJs und den Normalkraften « J 
fur die vier Teile der Bogenhalfte, wie es in der Abhandlung II, 8 
beschrieben worden ist. Die Seilkurve mit den Ordinaten i? beriihrt 
nach II, lo dieses Seilpolygon in den Punkten ^43,^3, C3, Z)8,-E5j und 
ist in bezug auf die lotrechte Mittelachse symmetrisch gestaltet, so 
daB nur eine Haifte des Polygons gezeichnet zu werden braucht. 
Die Kurve wurde nicht eingetragen, um die Zeichnung nicht un- 
deutlich zu machen. Die Lage der Mittelkrafte F oder 1 kg • ?/ Js 
wird durch die Schwerpunkte /Sp /S'2, iS's, /S'4 der Fiachenteile ABB^, 
BCC^By^y CDD^Ci, DEE^Dy^ bestimmt und kann nach Augenmafl 
ermittelt werden, wenn die Bogenteile Js klein genug sind. 

Der Maflstab des Krafteplans Abb. 14 ist 1cm = 12 • lO^^kg qcm. 
Da der Langenmafistab der Abb. 13 i : 600 ist, so werden die 
Ordinaten v in Abb. 1 5 im Mafistabe 

1 600 ^ 

^""'= 10000000""^ = °'^^''" 

dargestellt. Da beispielsweise die Mittelordinate der Seilkurve in 
Abb. 15 

-Ej^j = 3,3cm 

ist, so erzeugt eine Last von 1 kg in der Bogenmitte eine Ver- 
langerung der Bogensehne um 

_ 3,3-6 _ 1 
^ 100000"" 5000^"^' 

5. Graphische Bestimmung der Strecke u, Lafit man 
auf das Gelenk B (Abb. 12) eine Horizontalkraft vom Sinne BA 
und der Grofle i kg einwirken, so hat das Biegungsmoment flir den 
Querschnitt von der Abszisse x die Grofie — y • 1 kg. Nach 
Gleichung 4) bewirken diese Biegungsmomente eine Verkiirzung der 
Bogensehne AB von der Grofie 

KC-l 

u=ivg\yli^, (6) 




Auch diese Strecke kann vermittels eines Seilpolygons (Abb. 16) 
bestimmt werden. Man lafit zu diesem Zweck auf jedes Element ds 
der Bogenachse eine Horizontalkraft 

F=l]igyds 

einwirken und bildet die Seilkurve dieser Lasten mit den lotrechten 
Normalkraften eJ. Der Krafteplan dieser Seilkurve ist geometrisch 

11 o h r : AbluudL a. d. Gebiete d. techiiischeix Mechanik. 22 
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rihnlich dem fiir die Seilkurve v gebildeten Kriifteplan (Abb. 14) und 
gegen denselben um i)0° j^edreht; er braucht dahcr nicht aufgetragen 
zu werden. Die Seilkurve (Abb. 16) besteht aus zwei symmetrischen 
Halften, von denen daher eine geniigt. Die Kurve deckt sich mit 
der Seilkurve, deren wagerechte Lasten durch die positiven Zahlen 

-- •/ — und deren lotrechte Normalkraft durch die Zahl -I- 1 
fj 

dargestellt wird. Die Momentengleichung dieser Krafte in bezug 
auf den Punkt E ergibt die Strecke 



EL- 1 



oder 

u = EL = 3,50 cm. 

Da die Lasten Ikg-yds looooooofach groBer aufgetragen wurden 
als die Normalkrafte eJ, so ist der MaBstab fiir u wie der fiir v: 

GOO cm ^ 

^ ""^ ^ 10 000 000 = ^'^^ ""^^ 

Ein Horizontalschub von 1 kg verkiirzt demnach die Bogen- 

sehne AB um 

u =r= 3,5 • 0.(X)006 = 0,00021 cm. 

Nach Gleichung 1) hat der Horizontalschub //, welcher von einer 
lotrechten Einzellast K hervorgerufen wird, die Grofie 

H= -^- K. 
u 

wenn v die Ordinate der Seilkurve in dem Lote der Last K be- 
zeichnet, 1st- die Einzellast K gleich 1 kg, so wird also der zu- 
gehorige Horizontalschub H in jeder Lage der Last gemessen durch 
die Ordinate v im Mafistabe 

lcm = -^— kg; 

denn der obigen Gleichung zufolge wird jff = 1 kg fiir 

V =^ u=^ 3,5 cm. 

6. Graphische Bestimmung des Horizontalschubes bei 
zusammengesetzten Belastungen. Besteht die Belastung des 
Bogentragers aus einer Reihe von Einzellasten K^, -STo, -K3 . . ., deren 
zugehorige Ordinaten v mit Vi, t\,, v^ , . . bezeichnet werden, so erhalt 
der Horizontalschub H die Grofie 
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H^'^K,-^- -'- K, + -^^- jiTg + . . . = 1:^.;^:. (7) 



Die Grdfle — 2v K kann in bekannter Weise vermittels eines Seil- 

u 

polygons bestimmt werden, was einer weiteren Erlauterung nicht 

bedarf. 

1st ferner die Belastung kxi gleichmdfiig verteiU iiber die hori- 
zontale Strecke von 

X = bis X = a'l , 
so erhalt der Horizontalschub die Grofle: 



H = 




vdx = 



k 



ti 



i\ .\\ 




Vl 



— I .vdv 



(8) 



wenn mit Vi die Ordinate v fiir die Abszisse .r^ bezeichnet wird. 

Wir belasten ein Seil A^ C^ von der Normalkraft u auf jeder 
Strecke d.r mit der zugehorigen Strecke dv (Abb. 19) und bilden 
die Momentengleichung dieser Krafte fur den Punkt 64 des Seiles 
von der Abszisse x^ und der Ordinate w\ sie ergibt 



r 


/»ri 


w u 1 (.ii — .1) dv .»•, fi — 


- j xdv 


J. 


Jo 


Demnach ist 

H — xvu kiv. 
ti 


(!>) 




d. h. fiir jede L&tige .i\ der heknitcten Strode wird H graphisch 
dargestelU durch die Ordinate to. 

Die Seilkurve u) ist fiir das vorliegende Beispiel in Abb. 18 
vermittels des Krafteplans (Abb. 17) gebildet worden; sie beriihrt 
das Seilpolygon G^ Q^ Q^ G4 in den Punkten J5, ^4, d, 2)4, JSi- Mit 
Riicksicht auf die Deutlichkeit der Zeichnung wurde die Kurve nicht 
eingetragen. Da der Symmetrie wegen die Belastungen der ersten 
und der zweiten Bogenhalfte gleiche Horizontalschiibe erzeugen, so 
ergibt sich die zweite Kurvenhalfte aus der ersten nach den Regeln 
der Symmetrie. Im Krafteplan* (Abb. 17) bezeichnen O^, G^^ G^, G^ 
die Summen der Belastungen dv fiir die vier Bogenteile 1, 2, 3, 4. 
Diese Strecken konnen unmittelbar aus der Seilkurve v in Abb. 15 
entnommen werden. Die Lage der Lasten G in Abb. 18 ist nach 



00* 



22 
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Augenmafi so zu bestimmen, dafi sic mit den Resultanten der 
Lasten dv fiir die einzelnen Bogenteile zusammenfallen. Werden 
die Strecken Jx klein genug gewahlt, so haUneren die Lasten G 
diese Strecken. 

Bezeichnen t(?i und w^ die Ordinaten der Seilkurve t4) fiir zwei 
beliebige Abszissen jc^ .I'j, so hat der Horizontalschub Ht der von 
der gleichmafiig verteilten Belastung k (.1*2 — »ti) der Fahrbahnstrecke 
von d'l bis x'a erzeugt wird, offenbar die Grofle 

H= JC (Wt - ITi). (10) 

Diese Formel bestimmt fiir jede gleichmafiig belastete Fahrbahn- 
strecke die Grofie des zugehorigen Horizontalschubes. Der MaB- 
stab der Ordinaten w stinimt selbstverstandlich iiberein mit dem 
Mafistab der Tragerzeichnung in Abbildung 13 und ist im vor- 
liegenden Beispiel also i : 600. Nach diesem Mafistab ist z. B. die 
Endordinate der Kurve 

NO = 33,6 Meter. 

Bei gleichmafiiger Belastung der ganzen Briickenfahrbahn z. B. mit 

4000 kg auf das laufende Meter oder mit 58 • 4000 = 232 000 kg 

auf den ganzen Trager erhalt demnach der Horizontalschub die 

Grofie 

H= 33,6 . 4000 = 134 400 kg. 

7. Die Kampferdrucklinie. Eine Einzellast i'von der Ab- 
szisse X (Abb. 4) erzeugt in dem Gelenke A einen lotrechten Auf- 
lagerdruck 



7 r 



und einen Horizontalschub 



u 

Der resultierende Druck Ki des Gelenkes A bildet also mit der 
Horizontalen den Winkel /9, der durch die Gleichung: 

^'^ H Iv 

bestimmt wird. Tragt man (Abb. 4 und 5) 

AE = u und AF=CiC, = v 
auf, so wird 
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und folglich 

Die Gerade AGC^ bestimmt also einen Punkt Q der Kampfer- 
drucklinie. Es ist hierbei zu beriicksichtigen, daB die Abb. 4, 5, 6 
aus den Abb. 13, 15, 18 durch Verkleineriing im Verhaltnis von 
3 zu 4 hervorgegangen sind. Der Langenmafistab von Abb. 4 ist 
demnach i : 800. 

8. Wirkung einer Aenderung der Stiitzenlage und 
einer Temperaturanderung. Die Lange ^ der Bogensehne AB 
des gewichtslosen und spannungslosen Bogentragers stimmt in der 
Kegel nicht genau iiberein mit der Stutzweite Z, d. h, dem Abstande 
der beiden Kampfergelenke A und B voneinander. Infolgedessen 
erleidet der gewichtslose und unbelastete Trager von den Kampfer- 
gelenken einen HorizontBlschuh von der GroBe 

— Kg. 
Ist 

so iibertragen die Kampfergelenke horizontale Z^igkr'difte von der 
Grofie 

'--'- kg 

auf den Trager. Diese Krafte konnen also nur bestimmt werden, 
wenn beide Strecken ^ und I genau bekannt sind, was in der 
Kegel nicht der Fall ist. 

Erhoht sich die Temperatur des Tragers um i Grad Celsius, 
so vergrofiert sich 2: und folglich auch (^ — J) um o^^-,^,w-v ^- Diese 
Aenderung hat zur Folge, dafl sich der Horizontalschub um 

80000m ^* 
im vorliegenden Beispiel also um 

5800 

80000- 0.00021 ^ 

vergrofiert. 

Vergrofiert sich der Gelenkabstand I z. B. durch Ausweichen 
Oder Zusammendriicken der Widerlager um 1 cm, so andert sich 
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{z — 1) urn -- 1 cm, und der Horizontalschub des Tragers vermindert 

sich infolgedessen um 

1 cm , 

im vorliegenden Beispiel um 

-^- - = 4760 kg. 

0,00021 

9. Literarische Notiz. Der lahalt der vorstehenden Ab- 
handlung wurde entnommen dem Beitrage £!ur Theorie der elastischen 
Bogentrdger; Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-Vereins zu 
Hannover 1870, Heft 4. In betreff der Literatur des Gegenstandes 
verweisen wir auf das Handbuch der Ingenieurwissenschaften, Bd, II: 
Der Briickenbau. 
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Abhandlung XI. 



Das ebene Fachwerk. 

1. Erklaruiigen. Mit Fachwerk soil im folgenden ein Trager 
bezeichnet werden, der aus Staben zusammengesetzt und so gestiitzt 
ist, dafi eine Aenderung der Form und der Lage des Triigers nur 
durch Langenanderungen der Stiibe herbeigefiihrt werden kann. 
Wenn die Stabe und die auBeren Krafte, d. h. die Lasten und die 
Stutzkrafte, alle in einer Ebene liegen, so heiCt der Trager ein chenes 
Fachwerk, im anderen Falle ein Baumfachwerk. In dieser Abhand- 
lung ist nur von ebenen Fachwerken die Rede. 

Die Punkte, in welchen die Stabe durch rcibtnu/slose Oelcnlce 
miteinander verbunden sind, heiflen die Knoien des Fachwerks. 

Die Art der Stiitzung eines Knotens kann zur Anschauung 
gebracht werden, indem man zum Fachwerk SiUtzsUihe hinzufugt, 
die den gestiitzten Knoten entweder* mit zivci oder mit einem fcstcn 
Punkt der Ebene verbinden. Im ersten Falle wird eine feste, im 
zweiten eine verschiehhare Stiitze gebildet. Ein Fachwerk mit eincr 
festen und ci^ier verschiebbaren Stiitze wird ein HalheYifachiccrk ge- 
nannt. Ein JconiinnierUclies Balkenfachwerk hat cine feste und mehrere 
verschiebbare Stiitzen; ein JSo^ewfachwerk hat mehr als eine feste 
Stiitze. Die Stiitzstabe iibertragen die StUf^Icrafie auf das P^achwerk 
und auf das Fundament. In der Zeichnung werden die Knoten durch 
einfache Kreise, die festen Punkte durch Doppelkreise dargestellt. 
Die Uizteren werden nichi zu den Knoten gezuhlt. 

Es ist unvorteilhaft, den Bi€gungs\y\dc\'^\.^nd der Stabe in An- 
spruch zu nehmen, weil die Biegungsspannungen sich ungleichmaBig 
iiber den Stabquerschnitt verteilen und daher eine voile Ausnutzung 
der Festigkeit nicht zulassen. Aus diesem Grunde werden die Lasten 
des Fachwerks nicht unmittelbar von den Staben aufgenommen, 
sondern durch Zwischentrager auf die Knoten iibertragen. Zu dem- 
selben Zweck legt man die Achse eincs jeden Knotengelenkos durch 
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den gemeinschaftlichen Schnittpunkt der Stabachsen. Infolgedessen 
haben die Fachwerkstabe nur Zug- oder Druckkrafte zu iibertragen, 
welche sich gUichndfiig iiber die Stabquerschnitte verteilen. Hierauf 
beruht der Hauptvorteil des Fachwerks im Vergleich mit anderen 
Tragern. Die biegende Wirkung des ^i^cngewichtes der Stabe kann 
ihrer Kleinheit wegen in der Regel vernachlassigt werden, indem 
man das Gewicht eines jeden Stabes auf seine beiden Knoten ver- 
teilt und als Knotenlast mit in Rechnung bringt. 



2. Die Hauptgleichung der Theorie des Fachwerks. 
Auf die Knoten des ebenen Fachwerks (Abb. i) mogen die aufieren 
Krafte Ki, JSTj, ifa . . . einwirken. In Verhindung mit irgendwelclien 
anderen Ursachen erzeugen dieselben die unbekannten Stabkrafte 



• •» 




welche den aus 

jedem Stab her- 

ausgeschnittenen 

Teil ersetzen und 

als ^M^spannun- 

gen luitdtmposi- 

tiven Vorzeichen 

in Rechnung ge- 

stellt werden. 

Jedem Knoten A 

soil in der Fach- 

werksebene irgend eine durch denselben gehende Gerade und auf 

dieser eine unendlich kleine Strecke AAi beigelegt werden. Fiir 

die Kraftegruppe eines jeden Knotens A bilde man die Gleich- 

gewichtsbedingung, welche ausdruckt, dafl die algebraische Summe 

der Projektionen der Krafte auf die dem Knoten beigelegte Gerade 

im Sinne der Strecke AA^ gleich null ist; man multipliziere alle 

Glieder der Gleichung mit der Lange der Strecke AA^ und summiere 

darauf samtliche Gleichungen. In der hierdurch entstehenden Gleich- 

gewichtsbedingung kommt jede der Krafte K nur einmal, jede Stab- 

kraft 8 dagegen zweimal vor. Die Glieder mit den Kraften K 

nehmen die Form an: 

Ey dii\ 4- iQ chV'2 -f ifa div, + . . . = 2" Kdw, 

wenn z. B. mit diCi die Projektion der Strecke AA^ auf die 
Richtung der vom Knoten A aufzunehmenden Kraft /f, im Sinne 
dieser Kraft bezeichnet wird. 
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Die beiden Glieder, welche dieselbe Stabkraft Si enthalten, 
konnen zusammengefaBt werden. Bezeichnet man" die Lange des 
betreffenden Stabes AB mit \ und die Strecke A^B^ zwischen den 
Endpunkten der beiden den Knoten^l und 5beigelegten Strecken^^l,, 
BBi mit 7i -f cZ/i, so ist die Summe der beiden Glieder mit aS\ 
(Abb. 2) 

8, {AA^ + BB,) = 8, (AB-A,B,)=S^ {AB-A,B,)=^ 8, dk^ 

Die Lange A^B^ darf ihrer Projektion A^B^ gleichgesetzt werden, 
weil diese beiden 

Strecken einen un- A~' *^*'* Av 

endlich kleinen Win- ^'^, " ^' ^ ^"^ 

kel einschliefien und auu ^ 

Abb. 2. 

daher nur urn eine 

unendlich kleine Grofle ztceittr Ordnung voneinander abweichen. 

Die Glieder mit den Stabkraften 8 erhalten also die Form 

— /Si dl^ - 8^ dh -8^dh-.., = - 28dl 
Die resultierende Gleichung 

2Kdic — 28dl = (i) 

hatte auch unmittelbar aus dem Prinzip der virtueUen Geschmndig- 
keiten abgeleitet werden konnen; sie spricht aus, dafi ht\ jeder un- 
endlich kleinen Verschiebung der frei beweglichen Knoten die Summe 
der Arbeiten der Krafte K und 8 gleich null ist. 

Die Oleichung 1) umfafii nicht nur alle Bedingungen des Gleich- 
gewichies der civfieren^ soide der (iufieren und imieren Krdfie^ son- 
dem auch alle Bcziehungen^ die bei den Formdnderungen des Fach- 
wei'ks in Betracht kommen; sie darf daher als die Hauptgleichung der 
Theorie des Fachwcrks bezeichnet werden, 

Wenn man alle Glieder der Gleichung durch die Zeitdauer dt 
der unendlich kleinen Bewegung dividiert und ihr hierdurch die 
Form 

^^ dt dt ^^^ 

gibt, so bezeichnet z. B. , ^ die 8chubgeschwindigkeit der Kraft /fj, 

Cttt 

wahrend --,— die Dehnungsgeschwindiglceit der Stabstrecke l^ angibt. 

Die Gleichung spricht aus, daB bei jeder unendlich kleinen Be- 
wegung der Knoten die Arbcitsgeschwindigkeiten der Krafte 8 und K 
die Summe null haben. 
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Man kann ferner die Verschiebung eines jeden Knotens zer- 
legen in zwei Verschiebungen d.r, dy parallel zu den Achsen eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems, ebenso jede Knotenlast K in 
zwei Lasten K^, Ky von diesen Richtungen. Da die Arbeit Kdw 
der Kraft K gleich ist der Summe der beiden Arbeiten K^ dz und 
Ky dy ihrer Komponenten, so kann man der Gleichung audi die 
Form geben: 

2 S dl = 2 K:,dx -\-2 Kydy. (3) 

In dieser Gleichung bezeichnen dx und dy also die willkurlicli ge- 
tvahlien unendlich kleinen Verschiebungen der Knoten in den Rich- 
tungen der beiden Koordinatenachsen. 

3. Einfache und zusammengesetzte Fachwerke. Nach 
Anleitung der vorstehenden Gleichungen kann eine unendlich grofle 
Anzahl von Gleichgewichtsbedingungen zwischen den Lasten K und 
den Stabkraften S gebildet werden; es kommt daher zunachst in 
Frage, tcie grofi die Anzahl der voneinandcr unahhdngigen Bcdin- 
gungen ist Die auf eincn Knoten wirkenden Krafte K und S be- 
finden sich im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer Projektionen 
fijr die beiden Koordinatenachsen gleich null sind. Indem man fiir 
jeden der h Knoten des Fachwerks diese zwei Bedingungen bildet, 
entstehen 2 h Gleichungen, von denen alle anderen Gleichgewichts- 
bedingungen abhangig sind; denn befindet sich jeder der h Knoten 
im Gleichgewicht, so ist dies auch der Fall fiir jede Gruppe von 
Knoten und fiir ihre Gesamtheit. Fiir cin FachwerJc von k Knoten 
Iconnen daher nicht mehr als 21c voneinandcr unabhdngige Glcichgetvichts- 
hedingungen gebildet werden, 

Man nennt ein Fachwerk ein einfaches Fachwcrkf wenn die 
Gleichgewichtsbedingungen bei jeder Belastung fiir die Stabkrafte 
bestimmte endliche Werte ergeben. Eifi einfaches Fachwerk mit 
k Knoten enthdlt daher mit Einschlufi der StUtzstdhe 2 k Stdbe. 

Um k Knoten mit festen Stiitzpunkten starr zu verbinden, sind 
2k starre Stabe erforderlich. Ein einfaches Fachwerk enthalt daher 
nur die Stabe, welche zur starren Verbindung seiner Knoten mit- 
einander und mit den Stiitzpunkten notwendig sind. Um k^ Knoten 
mitcinandcr starr zu verbinden, sind {ik^ — ?») Stabe erforderlich. 
Jeder Teil eines einfachen Fachwerks, welcher k^ Knoten und keine 
Stiitzpunkte enthalt, darf also nicht mehr als (2i, — 3) Stabe ent- 
halten. 

Die 2k Gleichgewichtsbedingungen sind nicht unahhdngig von- 
einandcr, wenn die unendlich kleinen Verschiebungen der Knoten so 
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gewahlt werden konnen, dafi alle Langenanderungen dl der 2Jc 
Stabstrecken gleich null werden; denn in einem solchen Falle er- 
gibt Gleichung 3) eine Gleichgewichtsbedingung von der Form 

0^-2K:,dx + 2K,c1y, (4) 

in der d.r, dy iestmmte unendlich kleine Verschiebungen der Knoten 
bezeichnen. In einem solchen Falle ist also das Gleichgewicht des 
Fachwerks mit endlichen Stabkraften nicht bei alien Belastiingen, 
sondern nur dann moglich, wenn die Lasten iTdie durch Gleichung 4) 
ausgedriickte Bedingung erfiillen. Wird diese Bedingung nicht er- 
fiillt, so ergibt Gleichung 3) unendlich grofie Stabkrafte S. Eeseitigt 
man alle Lasten K, so bleibt eine Gleichgewichtsbedingung von der 
Form: 

2S-0=0 

bestehen; sie gibt an, dafl eine solche Stabverbindung, auch wenn 
sie unbelastet ist, Stabkrafte von unbestimmbarer GroBe 

aufzunehmen imstande ist. 

Man kann durch Bildung des Geschwindigkeitsplans sich davon 
iiberzeugen, ob der beschriebene Ausnahmefall vorliegt, wie im Ab- 
schnitt 5 an einem Beispiel gezeigt wird. 

Liegt der Ausnahmefall nicht vor, so sind die 2 Jc Gleich- 
gewichtsbedingungen unabhangig voneinander und ergeben fiir die 
2 k Stabkrafte des einfachen Fachwerks bei jeder Belastung be- 
simmte endliche Werte. 

Ein Fachwerk wird ein zusammengescUtcs FachtvcrJc genannt, 
wenn es mchr als die 2h notwendigen Stale enthdlt. Die Stabkrafte 
eines zusammengesetzten Fachwerks konnen durch die Gleich- 
gewichtsbedingungen allein nicht bestimmt werden, weil die Zahl 
der unbekannten Stabkrafte groBer i^t als die Zahl der voneinander 
unabhangigen Gleichungen. Man nennt daher solche Fachwerke 
auch statisch unhestimmt im Gegensatz zu den einfachen Fachwerken, 
die statisch lestimmt genannt werden. Gegen diese Bezcichnungen 
ist nur einzuwenden, dafl die Bestimmtheit sich nicht auf das Fach- 
werk, sondern auf die Berechnung der Stabkrafte bezieht. 

Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Arten von Fach- 
werken besteht demnach darin, dafl die Stabkrafte des einfachen 
Fachwerks nur von den Lasten abhangig und durch diese voll- 
kommen bestimmt sind, wahrend bei dem zusammengesetzten Fach- 
werk noch andere Einfliisse, insbesondere die Temperaturanderungen 
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und die Aenderungen der Stutzenlage in Betracht kommen, die auch 
im unhelasteten Trager Spannungen hervorrufen konnen. 

4. Anwendung des Geschwindigkeitsplans bei Be- 
rechnung der Stabkrafte eines einfachen Fachwerlcs. Wenn 
nicht aus jedem Stabe des Fachwerks, sondern nur aus einem ein- 
zigen Stabe DF (Abb. 3) ein Stiick herausgeschnitten wird, so ver- 
wandelt sich das Fachwerk in ein jnoangldufiges Oetriebe^ das also 
nur eine unendlich kleine Bewegung ausfuhren kann (vergl. IV, to 
und IV, 30). Der Geschwlndigkeitsplan dieser Bewegung bestimmt 

die Schubgeschwindigkeit -j- einer jeden Last K und die Dehnungs- 



dt 



dl 



geschwindigkeit -^ der durchschnittenen Stabstrecke DF, Da fiir 

alle anderen Stabe die Dehnungsgeschwindigkeit gleich null ist, so 
ergibt Gleichung 2) die Stabkraft 8 des durchschnittenen Stabes DF 
als Funktion aller Lasten in der Form: 



8 = ^2K^'^ 



dl 
dt 



dt 



(5) 




/»',* 



^ef/*-m s. 




Abb. 3. 



Abb. 4. 



Beispiel 1, Es ist die Stabkraft S des Stabes DF im Fach- 
werk Abb, 3 zu bereehnen. Der Mafistab des Fachwerks ist i : 250; 
der MaBstab des Geschwindigkeitsplans (Abb. 4) kann nach Belieben 
gewahlt werden, weil nur die JWhdltnisse der Geschwindigkeiten in 
Betracht kommen; die in Abb. 4 eingeschriebenen Zahlen beziehen 
sich auf den Mafistab i cm gleich 12,5 cm sek-^ Die Bildung des 
Geschwindigkeitsplans darf hier als bekannt vorausgesetzt werden, 
da sie in der Abhandlung IV ausfiihrlich beschrieben worden 1st. 
Es diirften daher folgende Angaben geniigen. Man zieht vom 
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Pol P', mit dem die Punkte J* und A* zusammenfallen, die Strecke 

J'G' JL JO 

von beliebiger Lange. Dann ist aufzutragen: 

G'D'E' ± GDE, A'B'D' ± ABD, A'B'D'C ^ ABDC, 
CT ± CF, GT ± GF, G'F'E' ^ GFE. 

Die Dehnungsgeschwindigkeit -^ der Stabstrecke DF wird 

durch die Projektion D'f der Strecke D'F' auf die Richtung DF 
dargestellt, und ihre Grofle 

dl 



dt 



= DY=-l-24cm sek 



ist positiv, weil die Strecke D'f den Sinn DF hat. Von den Be- 
lastungen der Knoten ist, um die Zeichnung nicht mit Linien zu 
iiberladen, nur die wagerechte Last K^ des Knotens D und die lot- 
rechte Last K^ des Knotens E eingetragen worden. Fiir diese 
beiden Lasten haben die Schubgeschwindigkeiten die GroBen 

^ = P'd = + 17 cm sek-i 
dt ' 

und 

^ = P'c = + 30 cm sek -1. 
dt * 

Daher ist nach Gleichung 5): 

^= ^i^i + 15 -K, = 0,71 iT, + 1,25 ^2, 

Beispiel 2, Die Stabkraft des Stales DE im Bogenfachverk 
Abb. 5. Der Mafistab des Fachwerks ist i : 400, der des Geschwindig- 
keitsplans 1 cm = 10 cm sek~^ Um den Geschwindigkeitsplan 
(Abb. 6) des durch Zerschneiden des Stabes DE entstehenden Ge- 
triebes zu bilden, ist von dem mit den Punkten A' und 0' zusammen- 
fallenden Pol P* in beliebiger Lange die Strecke 

A'B _L AB 
zu Ziehen und dann aufzutragen: 

A'B'C'D' fi^ABCD, gC'E*±CE, gD'F'±DF] 
ferner von irgend einem Punkt Si der Geraden C'E*: 

ej, ±EF, eJ,g,f:^EFG. 
Man bestimmt dann (vergl. IV, 2) den Punkt G* durch die 

Geraden ggiG* und 

O^G' ± 0G\ 



SoO 



ferner die Punkte J?', F' durch die Geraden: 

G^E'jlOE, G'F'±GF, 

SchlieBlich ist 

G'J'X'O' ^ GJNO 
aufzutragcn. 

Die Dehnungsgeschwindigkeit der Stabstrecke DE des durch 

schnittenen Stabes vvird dargestellt durch die Projektion D'e der 



Abb. 5. 



Abb. 6. 




Strecke D*E* auf die Richtung des Stabes DE\ sie 1st im vor- 
liegenden Fall negativ, well D'e den Sinn ED hat: 

-fl = -_ D'e =. - 67 cm sek-i. 
at 

Auch in diesem Beispiel sind nur zwei Lasten eingetragen 
worden: die wagerechte Last K^ des Knotens E und die lotrechte 
Last JKj des Knotens G. Die Schubgeschwindigkeiten dieser beiden 
Krafte haben die Grofien: 



und 



~dt 



= CiE' = — 28 cm sek 



-1 



If!? _ p. _ _^ -^g ^^ s^,^ _ 1 



Erstere ist negativ, weil die Projektion CiE* der Ge5chwindig- 
keit P' £" des Knotens E dem Sinne der Kraft K^ entgegengesetzt ist. 
Die von den beiden Lasten erzeugte Stabkraft hat daher die Grofle: 

9Q 1 i\ 

O — -f- ,.^ Ai — V „ A2. 



G7 



67 
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5- Beispiel eines Ausnahmefalles. Die in Abb. 7 dar- 
gestellte Stabverbindung entspricht den aufleren Kennzeichen eines 
einfachen Balkenfachwerks: sie hat eine feste und eine bewegliche 




G* 



Abb. 7. 



Stiitze, sechs Knoten und zwolf Stabe. Durchschneidet man den 
Stab CF, so cntsteht ein zwanglaufiges Getriebe, dessen Geschwindig- 
keitsplan in Abb. 8 dargestellt ist. Mit dem Pol P' fallen die 
Punkte At und Z>' zusammen. Die Strecke 

AB _L AB 

hat eine willkiirlich gewahlte Lange. Der Geschwindigkeitsplan ent- 
steht, indem man 

D*C/JuDC, B'C'iBC, D'E'±DE, B'E' ± BE, 

A'F' ± AF, E'F' ± EF 

auftragt. Im vorliegenden Beispiel ist nun zufallig 

C'F* _L CF, 

rfJ 

d. h. die Dehnungsgeschwindigkeit -^^ der Stabstrecke Ci^des durch- 

schnittenen Stabes ist gleich null, und Gleichung 5) erhalt infolge- 
dessen die Form: 



2K 



S= 



div 
"di 







Die Stabkraft S des Stabes CF wird also toiendlich groJJ fiir jcde 
Last, deren Arbeitsgeschwindigkeit nicht gleich null ist, und sie 
wird unbestimmt, wenn jene Arbeitsgeschwindigkeit die GroBe null 
hat, z. B. wenn gar keine Lasten vorhanden sind. 

Die Moglichkeit der unendlich Meinen Bewegung des Getriebes 
bleibt bestehen, auch wenn der Stab CF nicht durchschnitten wird, 
weil der Stab bei dieser Bewegung seine Lange nicht andert. Bei 



352 

einer endlichen Bewegung des Getriebes andert sich die Lange I der 
Stabstrecke OF, und die Gleichung 

dt 
zeigt also an, dafl die Strecke I in der durch Abb. 7 dargestellten 
Lage des Getriebes entweder ein Maximum oder ein Minimum Hirer 
Lange erreicht Ein anderes Kennzeichen dieses Zustandes ergibt 
sich, wie schon oben bemerkt wurde, aus dem Umstande, dafl auch 
das unbelasiete Stabwerk inistande ist, Stabkrafte aufzunehmen. Diese 
Krafle sind unbestimmbar: eine derselben kann nach Belieben ge- 
wahlt werden, dann ergeben sich die anderen aus den Gleichgewichts- 
bedingungen. Im vorliegenden Falle konnen Gleichgewichtsgruppen 
gebildet werden aus den vier Stabkraften der Stabe 

(1,5,7,9). (2,4,7,9). (1,3,8,9). 
(4,6,8,9). (2.6,7,8). (3,5,7,8). 

Daher liegen z. B. die drei Schnittpunkte (?, H, J der Stabpaare 
(1, 5), (7, 9), (2, 4) in einer Geraden, was als Kennzeichen des Aus- 
nahmefalles benutzt werden kann. Stabverbindungen von der Art 
des vorliegenden Beispiels sind nicht imstande, Lasten zu tragen, 
und diirfen daher nicht als Fachwerke bezeichnet werden. Auch 
vermeidet man selbstverstandlich Fachwerksformen, welche solchen 
Ausnahmefallen sich nahern, weil es unvorteilhaft ist, wenn hleine 
Lasten grofie Stabkrafte hervorrufen konnen. 

6. Anwendung von Momentengleichungen bei Berech- 
nung der Stabkrafte einfacher Fachwerke. Das im Ab- 
schnitt 4 beschriebene Verfahren ist nur in seltenen Fallen zweck- 
mafiig, weil die Bildung der Geschwindigkeitsplane zu umstandlich 
und zeitraubend ist. Man kann das Auftragen jener Plane umgehen, 
indent man die Beivegung des Getriebes in einzelne Drehbewegungen 
zerlegt und die hierbei geleisteten Arbeiten durch Rechnung bestimmt, 

Beispiel. Die unendlich kleine Bewegung des in Abb. 3 dar- 
gestellten Getriebes kann .in zwei einfachere Bewegungen zerlegt 
werden. Die erste Bewegung besteht in einer unendlich kleinen 
Drehung des ganzen Fachwerks um den Knoten A\ sie wird er- 
moglicht, indem man den Stab OJ durchschneidet. Bei dieser 
Drehung leisten die Krafte Ki, K^ und die Stabkraft S^ des durch- 
schnittenen Stabes QJ Arbeit. Bezeichnet M^ das statische Moment 
der drei arbeitenden Krafte in bezug auf den Drehpunkt A und yi 
den unendlich kleinen Drehwinkel, so ist Mi (fi die Arbeitsumme. 
Die zweite Bewegung besteht in einer unendlich kleinen Drehung y^ 
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des Fachwerksteils EFG urn den Schnittpunkt N der beiden Stabe 
CF und DE, Hierbei leisten die auf den genannten Fachwerksteil 
wirkenden Krafte K^, S, 8^ die Arbeit M^ (p^, wenn mit M^ das 
statische Moment jener Krafte in bezug auf den Drehpunkt N be- 
zeichnet wird. Nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten 
ist die Summe dieser Arbeiten gleich null: 

Mi(pi + M^% = 0. (6) 

Indem man die Momentenarme aus der Zeichnung abgreift, er- 

halt man: 

Jfi = 700 iTj + 800 J5:, + 1080 Si 

3f3 = — 80Z2 + 200/Si + 180i8'. 

Die Bewegung des Getriebes entsteht nun, wenn man die un- 
endlich kleinen Drehwinkel tp^t g)% so wahlt, dafi aus der Arbeit- 
summe das Glied mit /Si verschwindet. Setzt man demgemafi 

yi : ^2 = — 10 : + 54, 
so erhalt die einzige Unbekannte S in Gleichung 6) den Wert: 

8 = 0,12 El + 1,21 K^, 
was mit dem Ergebnis desselben Beispiels im Abschnitt 4 iiber- 
einstimmt. Zu demselben Ergebnis gelangt man offenbar, indem man 

yi = ^ = + 1 

und 

Mi=zM^ = 

setzt; denn auch hierdurch wird die Bedingung der Gleichung 6) 
erfuUt. 

Auf diesem Wege entsteht das sogenannte Momentenverfahren: 
Man bildet durch Zerschneiden einzelner Stabe einen frei beweg- 
lichen Fachwerksteil und bestimmt die Stabkrafte der durch- 
schnittenen Stabe durch Momentengleichungen. Die Wahl der zu 
durchschneidenden Stabe, die Wahl der Dreh- oder Momentenpunkte 
und die Reihenfolge der Momentengleichungen sind, wenn moglich, 
so anzuordnen, dafi in jeder Gleichung nur eine unbekannte Stab- 
kraft vorkommt. In dem vorliegenden Beispiel enthalt die Gleichung 

Mi=0 

nur die unbekannte Stabkraft Si, und nachdem diese Stabkraft be- 
stimmt worden ist, enthalt die Gleichung 

3fj = 

nur die unbekannte Stabkraft S, 

In manchen Fallen liegt der zu wahlende Momentenpunkt un- 
endlich fern; dann verwandelt sich die Drehung des Fachwerksteils 

ICohr: AbhandL a. d. Geblete d. techaiicheii ICeohanik. 23 
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in eine Parallelverschiebung und die Momcntengleichung in eine 
Projektionsgleichung, welche ausdriickt, daB die algebraische Summe 
der Projektionen aller. auf den Fachwerksteil einwirkenden Krafte 
in bezug auf die Verschiebungsrichtung gleich null sein mu6. 

Wenn die bezeichnete Anordnung der Rechnung nicht aus- 
fiihrbar ist, so zerlegt man die 2 k Stabe des Fachwerks in zwei 
Gruppen. Die Stabkrafte der ersten Gruppe werden als unbekannte 
Belastungen des Fachwerks in die Rechnung eingefiihrt. Die ki 
Stabe dieser Gruppe sind in moglichst geringer Anmhl so auszuwahlen, 
dafi es moglich wird, durch jede der 2 k Gleichgewichtsbedingungen 
eine zur eweiten Gruppe gehorende Stabkraft ohne weiteres, d. h. 
ohne Verbindung mit anderen Gleichungen als Funktion der Lasten 
mit Einschlufi der oben bezeichneten unbekannten Stablasten darzu- 
stellen. Da die zweite Gruppe nur 2k — ki Stabe enthalt, so werden 
auf dem bezeichneten Wege ki Stabkrafte durch je etvei Gleichungen 
bestimmt. Indem man diese beiden Werte einander gleichsetzt, er- 
geben sich ki Gleichungen zur Bestimmung der unbekannten Stab- 
lasten, d. h. der Stabkrafte der ersten Gruppe. Als Beispiel kann 
Abb. 7 dienen, wenn angenommen wird, daB nicht der Ausnahme- 
fall vorliegt. Betrachtet man z. B. den Stab 9 als Laststab, fiihrt 
also die beiden Stabkrafte S^ als Belastungen der Knoten C und F 
ein, die zu den iibrigen, nicht in die Zeichnung eingetragenen Knoten- 
lasten K hinzutreten, so ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedin- 
gungen der Knoten C, jP, B^ JE, D, A in dieser Reihenfolge die Stab- 
krafte der Stabe (2, 3), (5, 6), (1, 8). (4, 6), (7, 12). (10, 11). Man 
bestimmt also die Stabkraft /% gweitml als Funktion der Stablast ^9 
und erhalt durch Gleichsetzen der beiden Werte die Unbekannte S^ 
als Funktion der gegebenen Knotenlasten K. Es wird selten notig, 
mehr als eine Stablast einzuftihren. 

7. Graphische Bestimmung der Stabkrafte eines ein- 
fachen Fachwerks, dessen Lasten nach Grofie und Richtung 
gegeben sind. In der Regel sind die Lasten eines Fachwerks 
zwischen gegebenen Grenzen verdnderlich. Um die Grenzwerte, 
zwischen welchen jede Stabkraft sich verandern kann, zu bestimmen, 
ist es also notig, zunachst die Stabkraft als Funktion aller Lasten 
darzustellen. Wenn auch die Richtung der Lasten sich verandern 
kann, so mufi fiir jedcn Knoten eine wagerechte und eine lotrechte 
Last in die Rechnung eingefiihrt werden. Der Fall, in welchem alle 
Lasten des Fachwerks von vornherein gegeben sind, ist demnach 
verhaltnismafiig selten; er tritt beispielsweise ein, wenn nur lotrechte 
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Lasten zu beriicksichtigen sind, und wenn alle Stabkrafte oder 
wenigstens ein Teil derselben bei der grofiten Belastung ihre 
Maximalwerte erreichen. In solchen Fallen kann das folgende 
graphische Verfahren angewandt werden: Man bildet die Krafte- 
polygone fur die Gleichgewichtsgruppen der einzelnen Knoten in 
einer solchen Reihenfolge, dafi in jedem Polygon nur gtoei unbekannte 
Stabkrafte zu bestimmen sind, und stellt darauf die Polygone zu 
einem Krdfteplan zusamnien. Wenn die bezeichnete Reihenfolge 
nicht ausilihrbar ist, so nimmt man zur Bestimmung einzelner Stab- 
krafte die Rechnung zu Hilfe. Bei der Zusammenstellung des 
Krafteplans konnen zwei Anordnungen in Frage kommen. 

Erste Anordnung. Man vermeidet verschrdnkte Polygone und 
bildet jedes Kraftepolygon mit dem positiven Umfahrungssinn, d. h. 
so, dafl die Polygonflache rechts von den durch die Polygonseiten 
dargestellten Kraften liegt. Man legt darauf die Kraftepolygone von 
aufien so aneinander, dafi eine Ueberdeckung der Polygone vermieden 
wird. Der Sinn der Krafte braucht nicht in die ^eichnung einge- 
tragen zu werden, da er durch den positiven Umfahrungssinn be- 
stimmt wird. 

ZweUe Anordnung. Wenn die Stabe des Fachwerks und die 
von den Knoten aufzunehmenden aufieren Krafte mit der Projektion 
der Kanten eines Polyeders oder eines Polyederteils zusammenfallen, 
so kann der Krafteplan des Fachwerks so angeordnet werden, daB 
er die Projektion des zugehorigen reziproJcen Polyeders darstellt. 
Aus der Abhandlung I, 26 ist zu ersehen, dafi die dort beschrie- 
benen Projektionen reziproker Polyeder genau in derselben Be- 
ziehung zueinander stehen wie das Fachwerk zu seinem Krafte- 
plan : Die Projektion einer jeden Kante des einen Polyeders ist parallel 
gerichtet zur Projektion der ihr entsprechcnden Kante des anderen 
Polyeders. Demgemafi entspricht einem jeden Stabe des Fachwerks 
die ebenso gerichtete Stabkraft im Krafteplan. Ferner entspricht 
einer jeden Ecke des einen Polyeders das geschlossene Polygon der 
ihr entsprechcnden Seitenflache des zweiten Polyeders; oder in der 
Anwendung auf das Fachwerk: einem jeden Knoten entspricht im 
Krafteplan das geschlossene Polygon seiner Kraftegruppe. Ebenso 
entspricht einem jeden Knotenpunkt im Krafteplan, d. h. einem 
Punkte, von dem mehrere Kraftstrecken ausgehen, ein Stabpolygon 
in der Fachwerksfigur. Hierdurch ist die Anordnung des Krafte- 
plans gegeben, wahrend seine Abmessungen durch die gegebenen 
Grofien der aufieren Krafte bestimmt werden. 

28* 
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Abb. II, 






Abb. lo. 



Abb. 12. 



Das folgende Beispiel moge die beiden Anordnungen erlautern: 
Das in den Abb. 9 und 1 1 im Maflstabe i : 300 dargestellte Fach- 
werk ist symmetrisch geformt und belastet, so daB der Krafteplan 
nur fiir eine Halfte des Fachwerks zu bilden ist. 

Fiir die erste Anordnung des Krafteplans, der in Abb. 10 im 
Mafistabe i cm = 3000 kg dargestellt ist, bezeichnet man die Knoten 
des Fachwerks (Abb. 9), u7id zwar in der Reihenfolge, wie die Krafte- 
polygone zu bilden sind, mit romischen Ziffern, die Stabe mit 
arabischen Ziffern. Im Krafteplan werden die Knotenlasten und 
Stiitzkrafte mit den Ziffern der Knoten, die Stabkrafte mit den 
Ziffern der Stabe bezeichnet. Die Kraftepolygone konnen erforder- 
lichenfalls zur Erleichterung der Uebersicht mit den Knotennummern 
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bezeichnet werden. Auf den Knoten I wirken auBer der lotrechten 
Stutzkraft I, die aus den gegebenen Knotenlasten durch Rechnung 
zu bestimmen ist, die beiden unbekannten Stabkrafte der Stabe 1 
und 2, welche durch das Kraftedreieck I bestimmt werden. Da der 
positive Umfahrungssinn gegeben ist, so setzt sich 2 an I und 1 an 2. 
Die vom Knoten I aufzunehmende Stabkraft 2 zeigt also nach 
rechtSy wahrend 1 nach Itnlcs zeigt. Hieraus erkennt man, daB der 
Stab 1 gedrikkty der Stab 2 gezogen wird. Die Zugkrafte und die 
Druckkrafte werden im Krafteplan durch feine und starkere Linien 
voneinander unterschieden. Der Knoten II hat auBer der Knoten- 
last II die bekannte Stabkraft 1 und die zwei unbekannten Stab- 
krafte 3 und 4 aufzunehmen, die durch das Kraftepolygon II be- 
stimmt werden. Der positive Umfahrungssinn dieses Polygons lafit 
erkennen, dafi die auf den Knoten II wirkenden Stabkrafte 3 und 4 
nach links zeigen, also Druckkrafte darstellen. Nachdem in der- 
selben Weise durch die Kraftepolygone III, IV und V die Stab- 
krafte (5, 6), (7, 8), (9, 10) bestimmt worden sind, gewinnt man 
eine Probe fur die Genauigkeit des Verfahrens, indem man durch 
das Kraftepolygon VI die Stabkrafte 11 und 12 ermittelt, die der 
Symmetrie wegen mit 7 und 6 ubereinstimmen miissen. 

Die Abb. I2 zeigt die jsweite Anordnung des Krafteplans im 
MaBstabe i cm = 1 500 kg. Fiir diese Anordnung bezeichnet man die 
Telle der Bildflache, welche durch die Stabe und die aufieren Krafte 
voneinander getrennt werden, mit den Buchstaben a, 6, c . . . und jede 
Kraft durch die zwei Buchstaben der angrenzenden Flachenteile; es 
bezeichnet also z. B. ha die lotrechte Stutzkraft des Knotens I, ah 
die Stabkraft 1, ac die Last des Knotens II usf. Nachdem die 
Stutzkraft ha durch Rechnung bestimmt worden ist, ergibt das 
Kraftedreieck hab Grofie und Sinn der beiden auf den Knoten I 
wirkenden Stabkrafte ah und 6 A, die in der ersten Anordnung 
(Abb. 10) die Bezeichnungen 1 und 2 tragen. Der Umfahrungs- 
sinn ist durch die nach oben zeigende Stutzkraft ha bestimmt; 
er i$t im vorliegenden Fall negativ und zeigt, daB der Stab ah 
gedriickt, der Stab hh dagegen gezogen wird. Das Polygon hacd 
des Knotens II wird gebildet von der nach oben zeigenden Druck- 
kraft ha gegen den Knoten II, von der nach unten zeigenden 
Knotenlast ac und den beiden unbekannten Stabkraften cd und dh, 
deren Lage im Krafteplan durch die beiden Punkte c und h be- 
stimmt ist. Der Umfahrungssinn dieses Vierecks ist also positiv und 
laBt die beiden Stabkrafte cd, dh als DrMcikrafte erkennen. In 
dem folgenden Kraftepolygon hhdgh des Knotens III sind die drei 
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Ecken A, b und d bereits gegeben ; die Ls^e der beiden unbekannten 
Stabkrafte dg und gh im Krafteplan ist also hierdurch bestimmt. 
Die Seite gh fallt auf A6. Da die Druckkraft bd gegen den Knoten III 
nach rechts zeigt, so ist der Umfahrungssinn des Vierecks hbdg 
negcUiv und zeigt, daB die Stabe dg^ gh geisogen werden. Die Ent- 
stehung der Kraftepolygone gdcefg und feikj der Knoten IV und V 
bedarf hiernach keiner weiteren Erklarung. 

Dafl den Polyederflachen a, i, c ... in Abb. 1 1 die Ecken a,5,c . . . 
im Krafteplan (Abb. 12) entsprechen, kann durch diese Bezeichnung 
deutlich zur Anschauung gebracht werden. Dagegen ist es nicht 
moglich, die Polyederflachen habj bacd^ hbdg, gdcef, feik in 
Abb. 12 mit den Nummern I, II, III, IV, V der in den Abb. 9 
und II ihnen entsprechenden Ecken in unzweideutiger Weise zu 
bezeichnen, weil jene Polygone einander iiberdecken. 

Eine Vergleichung der beiden beschriebenen Anordnungen des 
Krafteplans lafit erkennen, dafi die reziproken Figuren folgende zwei 
Vorteile gewahren: Jede Stabkraft braucht nur einmal aufgetragen 
zu werden, und der Krafteplan erfordert bei gegebenem MaBstabe 
weniger Raum, weil die Kraftepolygone einander iiberdecken. 

In der ersten Anordnung miissen die Stabkrafte der soge- 
nannten FuUungsstabe 3, 5, 7, 9 je zweimal aufgetragen werden. 
Dagegen gewahrt diese Anordnung den wesentlichen Vorteil der 
grofleren Einfachheit und Uebersichtlichkeit und sichert daher besser 
gegen Irrtiimer und Fliichtigkeitsfehler. Unseres Erachtens verdient 
sie den Vorzug in alien verwickelten Fallen, wahrend bei einfacher 
Gestaltung des Krafteplans die zweite Anordnung anzuwenden ist. 
Es ist aber zu beachten, daB die zuletzt genannte Anordnung nicht 
immer ausfiihrbar ist, und daB man in manchen Fallen nicht ohne 
weiteres erkennen kann, ob die Fachwerksfigur die Projektion eines 
Polyeders bildet. 

Als Beispiel wahlen wir das in Abb. 13 im Maflstabe i : 250 
dargestellte Fachwerk, zu dem eine reziproke Figur sich nicht bilden 
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lafit, weil es nicht die Projektion eines Polyeders darstellt. Das 
Fachwerk ist symmetrisch geformt und belastet; es tragt in den 
Knoten II, III, IV, VIII, IX Lasten von 20CX) kg, wahrend die 
Knoten V, VI, VII der unteren Gurtung unbelastet sind. Die beiden 
lotrechten Stutzkrafte I und X sind also gleich 5000 kg. Der Krafte- 
plan Abb. 14 zeigt die erste Anordnung; sein MaBstab ist i cm 
gleich 2500 kg. Alle Kraftepolygone haben den positiven Umfahrungs- 
sinn. DiebeidenKrafte- 
polygone I, II bestim- — ^ 
men die Stabkrafte 1,2, 
3 und 4. Die Bildung 
des Krafteplans kann 
nicht ohne weiteres fort- 
gesetzt werden, weil 
auf jeden der folgenden 
Knoten III, IV, V . . . 
mehr als zwei unbe- 
kannte Stabkrafte ein- 
wirken. Wir durch- 
schneiden die Stabe 3, 
6,7,ll,8undbildendie 
Momentengleichung 
fiir den links vom 
Schnitt liegenden Fach- 
werksteil in bezug auf den Knoten I. Die beiden Stabkrafte 7 und 11 
haben der Symmetrie wegen gleichen Sinn und gleiche Grofle, 
folglich eine wagerechte Resultante 2 H, die nach rochts zeigt, wenn 
die beiden Stabe gezogen werden. Die Momentenarme der in Be- 
tracht kommenden Krafte II, III, 2,H und 3 haben in dieser Reihen- 
folge die GroBen 3w, 6w, 2,67 w, 2w. Die aus dem Polygon II 
zu entnehmende Stabkraft 3 ist eine Druckkraft, zeigt also nach 
links und ist gleich 3000 kg. Die Momentengleichung lautet demnach: 

( ) = 2000 . 3 + 2000 . G 4- 2 fl" 2 ,67 - 3000 • 2, 

woraus sich die Horizontalprojektion // einer jeden der beiden Stab- 
krafte 7 und 11 ergibt: 

S'= — 2250 kg. 

Die beiden Stabe 7 und 11 werden also nicht gezogen, sondern 
gedrilcht Hierauf konnen die Kraftepolygone der Knoten III, IV, 
V, VI in dieser Reihenft)lge gebildet werden. Das Polygon VI dient 
als Probe fiir die Richtigkeit der Zeichnung. 
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8. Einflufizahlen und Einflufilinien. Aus den vorstehenden 
Abschnitten ist zu ersehen, daB jede Stabkraft 8 eines einfachen 
Fachwerks durch eine Gleichung von der Form 

8 = x,Ki+:i^K, + x,K, + ,.,=^xK (7) 

dargestellt warden kann, wenn die Knotenlasten von gegebener 
Richtungy aber veranderlicher Grofie mit JTi, Jr2 • • • bezeichnet 
werden. Die nur von der Form des Fachwerks abhangigen alge- 
braischen Zahlen xi, Xj . . . werden die Einflufizahlen der Knoten- 
lasten jSTi, iTg . . . in bezug auf die Stabkraft S genannt, weil z. B. 
xi Ki den Teil der Stabkraft 8 bezeichnet, der von der Last K^ er- 
zeugt wird. Wenn Ki gleich eins ist, wahrend alle anderen Knoten- 
lasten Xi» J^s • • • beseitigt werden, nimmt 8 den Wert x^ an. Man 
bestimmt also die Einflufizahlen Xi der Knotenlast K^ fiir alle Stab- 
krafte S^ 8^, 8^ . . . durch den Krafteplan des Fachwerks fiir den 
bezeichneten Belastungsfall, in welchem nur die Last K^ gleich eins 
auf das Fachwerk einwirkt. Dieser Weg ist in der Regel einfacher 
und zweckmafiiger als die Anwendung des im Abschnitt 4 be- 
schriebenen Verfahrens. 

Die Einflufilinie einer Stabkraft 8 entsteht, indem man fur jede 
Abszisse x der wandernden Last K die Einflufizahl x nach einem 
willkiirlich zu wahlenden Mafistabe durch die Ordinate der Linie 
darstellt. 

Beispiel. Das in Abb. 15 im Mafistabe i : 1000 dargestellte ein- 
fache Balkenfachwerk ist in bezug auf seine Mittelachse symmetrisch 
geformt Die veranderlichen lotrechten Lasten werden durch 
Zwischentrager auf die Knoten der unteren Gurtung ubertragen. 
Die Zwischentrager sind durch die Knoten frei gestutzt, d. h. sie 
bilden keinen kontinuierlichen Balken. Infolgedessen sind die Ein- 
flufilinien der Stabkrafte Polygone, deren Ecken in den Loten der 
Knotenpunkte liegen, welche die Lasten aufnehmen, wie man aus 
der folgenden Ueberlegung erkennt. Liegt die wandernde Last K 
gleich eins z. B. auf dem Zwischentrager IV VI von der Stiitz- 
weite f und in dem Abstande x vom Knoten IV, so ubertragt der 

f-x 



Zwischentrager auf die beiden genannten Knoten die Lasten 



/• 



X 

und -J' Diese beiden Lasten erzeugen in einem Stabe, dessen Ein- 
flufizahlen fiir die Lasten der Knoten IV und VI mit x^ und x^ be- 
zeichnet werden, die Stabkraft '—-^ — ^i'\~-:f^e' ^^r jede Last des 
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Zwischentragers IV VI ergibt sich also die Einilufizahl x aus der 
Gleichung 

_ /*— X ^^ X 

d. h. aus der Gleichung der geraden Linie, die in den Loten der 

Knotenpunkte IV und VI die Ordinaten x^ und xg hat. 

Die Abb. i6, 17, 18, 19 bilden die Krafteplane der Unken 

Tragerhalfte fur die vier Falle, in welchen die Last K gleich eins 

auf die Knoten IV, VI, VIII, X einwirkt. Der MaBstab dieser Plane 

3 
ist I cm gleich der Zahl -rp", die Last K wird demnach durch eine 

Strecke von der Lange 2V3 cm dargestellt. 

Abb 15. 



'7 Abb. 18. 




Abb. 16. 



17 t^ 



Bewegt sich die Last K auf der reckten Balkenhalfte, so andert 
sich jede Stabkrafl der Unken Balkenhalfte proportional dem Ab- 
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stande der Last K vom rechten Balkenauflager XVIII. Die Ein- 
fluflpolygone jener Stabkrafte werden daher auf der rechten Balken- 
halfle durch gerade Linien gebildet, deren Ordinaten fiir den 
Knoten XVIII gleich null sind und fur den Knoten X durch den 
Krafteplan der Abb. 19 bestimmt werden. 

Mit Benutzung der Krafteplane Abb. 16 bis 19 sind in den 
Abb. 20 bis 23 die EinfluBlinien der Stabkrafte fur die linke Balkenhalfte 



Abb. 20. 



Abb. 21. 



Abb. 22. 



Abb. 23. ^ 




gebildet worden. Abb. 20 bezieht sich auf die Stabe der unteren Our- 
tung, Abb. 21 auf die Stabe der oberen O-wtung, Abb. 22 auf die Stdnder 
und Abb. 23 auf die Sireben. Die positiven Ordinaten liegen untei\ 
die negativen uber der Abszissenachse. Der Mafistab der Ordinaten 
als Darstellung der Einflufizahlen ist in den Abb. 20 und 21 i cm 
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gleich eins und in den Abb. 22, 23 doppelt so grofl, also i cm 
gleich -^, wahrend die Einflufizahlen in den Krafteplanen der Abb. 16 

bis 19, wie schon oben angegeben wurde, in dem Mafistabe i cm 

3 
gleich -g- dargestellt werden. 

9. Darstellung der Einflufllinien durch Seilpolygone. 
In einigen Anwendungen erweist es sich als zweckmafiig, die Ein- 
fluBlinien als Seilpolygone anzusehen. Wir verweisen auf das Bei- 
spiel 3 im Abschnitt 9 der Abhandlung II. Die Belastungen des 
Seils, welches mit der Einflufllinie sich deckt, konnen durch Rech- 
nung Oder auf graphischem Wege bestimmt werden. Diese Be- 
stimmung gestaltet sich besonders einfach in alien Fallen, in welchen 
zur Berechnung der Stabkraft das im Abschnitt 6 beschriebene 
Momentenverfahren benutzt werden kann. Die folgenden Beispiele 
mogen zur Erlauterung dienen. 

Das in den Abb. 24, 26 und 28 im MaBstabe i : 400 dargestellte 
Balkenfachwerk erhalt seine Belastungen durch Vermittlung von 
Zwischentragern, die an die Knoten der unteren Gurtung gehangt 
sind. Die Stiitzweite des Balkens wird mit Z, die Abszisse der 
wandernden Einzellast K mit x und die Abszisse des Momenten- 
punktes M mit a bezeichnet. Die Last K gleich eins erzeugt in 
den Knoten A und D (Abb. 24) lotrechte Auflagerkrafte von den 

Grofien — — und — • 




Abb. 24. 



Abb. 25. 



Beispiel 1, EinfluPlinie eines Stales EF de)' oherm Ourtung. 
Man zerlegt das Fachwerk durch einen Schnitt, der auBer dem 
Stabe EF die beiden Stabe FM und BM trifft. Der Schnittpunkt 
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dieser beiden Stabe, also der Knoten Af der unteren Gurtung ist 
der MonientenpunJct^ auf den die Momentengleichung des unbelasteten 
Fachwerksteils bezogen wird. Diese Gleichung ergibt fiir die Stab- 
kraft S des Stabes EF, deren Arm in bezug auf den Momenten- 
punkt M mit h bezeichnet wird, wenn x kleiner als a ist: 

^-''- Ih ' 

und wenn x groBer als a ist: 

Ih 

Das EinfluBpolygon ist also ein Dreieck A^M^D^ (Abb. 25). dessen 
Hohe M2M^ in dem Lot des Momentenpunktes M die Grofie 



M^M,^-- 



a (I -0) 
IJi 

hat. 

Belastet man einen geraden, in seinen Endpunkten^, D^^ (Abb. 25) 
gestiitzten Balken in dem Lot des Momentenpunktes M mit der 

nach oben zeigenden negativen Last ^, so wird fiir jede Ab- 

szisse X das Biegungsmomcnt des Balkenquerschnitts dargestellt durch 
die EinfluBzahl x, also durch die Ordinate y des EinfluBpolygons; 

denn die Last — , erzeugt in den Auflagern A^ und D^ nach unten 
zeigende Auflagerdriicke von den GroBen —,7— und j-j-- Folglich 

lit 1/ rl 

ist fur den Balkenquerschnitt von der Abszisse x das Biegungs- 
momcnt gleich — —^^7— oder — ^ , ,- , je nachdem x kleiner oder 

III In 

groBer als a ist. Fiir die Bildung des Seilpolygons ^2-^3^9 ^^^ 

1 

Last , wurde die Horizontalkraft 

h 

"=1- 

gewahlt. Daher ist der MaBstab der Ordinaten y als Darstellung 
der EinfluBzahlen x: 

2 . 400 cm 800 cm 40 



1 cm=: 



h 540 cm 27 



Die Abschnitte A^A^^ und D^D^ der Seilpolygonseiten auf den Auf- 
lagerloten ergeben sich nach (II, 7) aus den Momentengleichungen 
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2 12 1 

A^A^ ~ = —a -^ , D^D^ — = — (J — a) -^ 



Diese Abschnitte 



a 



geniigen zum Auftragen des Einflufipolygons. Das negative Vor- 
zeichen deutet an, daB die Abschnitte vher der Abszissenachse liegen. 




BeisjJicl 2, Einfliifilinie dci' Stabkraft 8 hi der Strehc DF 
(Abb. 26 und 27). Der Schnitt aa durch das Fachwerk trifft aufier 
der Strebe DF die Gurtstabe CD und JPG', deren Schnittpunkt den 
Momentenpunkt M bestimmt. Die Momentengleichung fur den un- 
belasteten Fachwerksteil ergibt, wenn wieder mit h der Arm der 
Stabkraft 8 bezeichnet wird, flir 

( n 
und fiir 

Hierdurch ist die Form des Einflufipolygons j4jj C3 Dg £3 (Abb. 27) 

bestimmt. Bei Ermittlung der in den Loten von Gx und Di anzu- 

1 1 

bringenden Lasten-,- und ,-, die in den Querschnitten des Bal- 

kens ^2-^2 d*c Biegungsmomente x hervorrufen, kommt die Lage 
der beiden Fachwerksteile und 17, die den oheren Knoten F und 
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den untei'en Knoten D der Strebe FD enthalten, in Betracht. Im 
vorliegenden Beispiel liegt links und V rechts vom Schnitt a a. 

Die Belastung y" ^^s Balkenteils zeigt nach ohen, tragt also das 

negative Vorzeichen, wahrend die Belastung j- des Balkenteils TJ 

nach unten zeigt, also positiv ist. Die Groflen dieser Lasten werden 
alsdann bestimmt durch die Bedingung, daB ihre Resultante durch 

den Momentenpunkt M gehen und die GroBe -r- haben muB. Man 

iiberzeugt sich hiervon, wenn man beachtet, dafl die beiden Lasten -=— 

hi 

und ^ des Balkens^i^^ (Abb. 27) in A^ einen nach unten zeigenden 

Auflagerdruck von der Grofle -, = — und n E^ einen nach oben 

zeigenden Auflagerdruck -^ ^ erzeugen. Daher ist das Biegungs- 
moment x eines Balkenquerschnitts von der Abszisse 

X < A^Ci'. x = jT — , 

wahrend fiir jeden Querschnitt von einer Abszisse 

wird. Aus der GroBe und der Lage der Resultanten -j- der beiden 
Lasten j- und j~ ergibt sich die Bedingung (Abb. 26): 

i : V : i- ^CD:MD:CM 

n til "2 



Oder 



'"^ MD' ' ~" CM ~ FM ' 

DGWCF 



wenn 



gezogen wird. h^ und h^ sind demnach die Abstande der Punkte C 
und O von der Strebe DF. 

Fur die Bildung des Seilpolygons A^C^D^E^ (Abb. 27) wurde 
die Horizontalkraft 

^=1 
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gewahlt. Da der Mafistab der Abszissen i : 4CX) ist, so haben die 
Ordinaten y als Darstellung der Einflufizahlen x den MaBstab 

_ 4 > 400 cm _ 1600 cm _ 20 
icm— ^ ~1360cm~l7' 

Die Abschnitte A^A^ und E^E^ des Seilpolygons auf den Auflager- 
loten ergeben sich aus den Momentengleichungen fiir die Punkte A^ 
und E^: 

h 



A^Az-r- 



«!• E,E,^ = -{a-l)\ 



A^Az — ~I"X' -^a-^8 — T— • 

Die Punkte A^ und JEJ, bestimmen die Form des Seilpolygons. 



4 
' I 



Abb. 28. ^< 



Abb. 29. 




^-^•i 



r' 



Beispiel 5. Einflufipolygon filr den Stab BC dei' unteren Ourtung. 
Das Fachwerk ist durch einen Schnitt zu zerlegen, der aufier dem 
Stabe BC noch die zwei Stabe BM und AM triffl. Diese beiden 
Stabe bestimmen den Momentenpunkt M. Die Momentengleichung 
fiir den unbelasteten Fachwerksteil ergibt, wenn die Abszisse x der 
wandernden Einzellast JT kleiner als A^Bi ist: 

o_^>- I ^i' — «) 



und wenn x grofier als AiCi ist: 



(l — x)a 
Ih 
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Diese Gleichungen bestimmen die Form des EinfluBpolygons A^B^C^E^ 
(Abb. 29). 

Die in den Punkten B2 und C^ des Balkens A^E^ (Abb. 29) 

anzubringenden Lasten -, - und ,— , die in den Balkenquerschnitten 

til /ij 

die Biegungsmomente x hervorrufen, zeigen beide nach unten, tragen 

demnach das positive Vorzeichen, und sind, wie im vorhergehenden 

Beispiel, der GroBe nach bestimmt durch die Bedingung, dafi ihre 

Resultante von der Grofle -|- -r- durch den Momentenpunkt M gehen 

mufi; denn diese Lasten erzeugen in den Auflagem A^, E^ des 

1 — d 
Balkens A^E^ nach oben zeigende Driicke von den GroBen 



Ih 



a 



und ri und in den Balkenquerschnitten Biegungsmomente von den 

durch die vorstehenden Gleichungen angegebenen Groflen x. Fiir 
das Seilpolygon A^B^C^E^t welches diese Biegungsmomente dar- 
stellt, wurde die Horizontalkraft 

2 



jff = 



h 



gewahlt. Der MaBstab der Ordinaten y als Darstellung der EinfluB- 
zahlen x ist daher in diesem Falle 

. .^ 2 800 cm 40 

1 cm = 400 cm -T- = -T^TT = ^q- 

h 460 cm 23 



Die Lasten 



\ 



und 



,— ergeben sich aus ihrer Lage gegen die 



Resultante 



h' 



4- : 4- : -}- = ^"M: ML : NL. 
fii n^ ti 

Hieraus folgt die in Abb. 28 angegebene graphische Bestimmung 
der Langen hi und /i^- 

Bmpiel 4. Einfiuflpolygon fiir den Stab BD des in Abb. 30 
dargestellten BcUJcenfachtverks, In diesem Beispiel laflt sich durch 
den Stab BD kein Schnitt 
legen, der auBer ihm nur 
noch zwei Stabe trifft, und f 

daher kann das Verfahren 

der vorstehenden Beispiele ^^^- 30- 

nicht ohne weiteres angewandt werden. Um dies zu ermoglichen, 
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spaltet man BD in zwei Stabe BDi und BD^ (Abb. 31) und wahlt 

die Stabstreckc Di D^ unendlich klein. Die Stabkraft x des Stabes BD 

ist dann offenbar gleich der 

algebraischen Sum me der 

Stabkrafte xj, Xg der beiden 

Stabe JSDi und BD^. Auf 

jeden dieser beiden Stabe Abb. 31. 

lafit sich aber das Verfahren der vorigen Beispiele anwenden. 

10. Berechnung der Formanderungen einfacher Fach- 
w e rke. Wir bezeichnen in bezug auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system mit x, y die Koordinaten eines Knotens A (Abb. 32) und 
mit Jx, Jy die Aende- 
rungen dieser Koordi- 
naten, die infolge der 
gegebenen sehr kleinen 
Langenanderungen Jl^, 
Jli, Jl^ ... der Fach- 
vverkstabe 1, 2, 3 . . . ein- ^^^' 32. 

treten. Um z. B. Jy zu berechnen, belaste man den Knoten A in 
der Richtung und dem Sinne der y-Achse mit der Last fund be- 
stimme die von dieser Last in den Staben 1, 2, 3 . . . des einfachen 
Fachwerks erzeugten Stabkrafte xiK,x^KyX^K. . . Die algebraischen 
Zahlen xi, X2, X9 . . . sind also die Einfluflzahlen der Last K fiir die 
Stabe 1, 2, 3 . . . Die Anwendung der Hauptgleichung 1) auf die 
Gleichgewichtsgruppen der Fachwerksknoten und auf die kleine Be- 
wegung, welche durch die Langenanderungen ^Z der Stabe bestimmt 
ist, ergibt die Gleichung zur Bestimmung der Verschiebung ^1/ des 
Knotens A in der Richtung der y- Achse: 

= K^y — xi KJli — X, KJl^ — X3 K^l^ . . . 
oder: 

Jy = x^Jl^ 4" ^2Jk -\- ^i^h -{-•'' 2 xJL (8) 

Selbstverstandlich sind die Vorzeichen der Grofien x, Jl und Jy zu 
beachten. 

In gleicher Weise bestimmt man die Langenanderung Jz des 
Abstandes 

AB = z 
zwischen zwei Knoten 
J., B eines einfachen 
Fachwerks (Abb. 33). 
Man belastet den Kno- 
ten A mit einer Last K von der Richtung und dem Sinne der 

M h r: Abhandl. a. d. Gebicte d. technischen Mechanik. 24 




Abb. 33. 
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Strecke AB, ferner den Knoten B mit einer ebenso groBen Last K 
von der Richtung und dem Sinne der Strecke BA und bestimmt 
die Stabkratte xKj die von den beiden Lasten K hervorgerufen 
werden. Die Hauptgleichung 1) ergibt fiir diesen Fall: 

= — KJz — xiKJli — x^KJl^ — x^KJk — . . . 
also 

Je = —2 xJl (9) 

Die Summierungen in den Gleichungen 8) und 9) erstrecken sich 
auf alle Stabe des einfachen Fachwerks, auch auf die Stiitzstabe, 
wenn die Stlitzenlage sich andert, und die Einflufizahlen x jener Stabe 
nicht gleich null sind. 

Die Form eines srusammengesetzten F'achwerkes wird durch die 
Langen der notwendigen Stabe vollkommen bestimmt. Jede Form- 
anderung eines solchen Fachwerks wird also durch die Langen- 
anderungen der notwendigen Stabe bestimmt. Sind diese Langen- 
anderungen Jl gegeben, so konnen zur Bestimmung der Form- 
anderung die Gleichungen 8) und 9) auf das einfache Fachwerk an- 
gewandt werden, welches entsteht, wenn die uberzahligen Stabe aus 
dem zusammengesetzten Fachwerke beseitigt werden. Die Einflufi- 
zahlen X beziehen sich also auf die Stabe jenes einfachen Fachwerks, 
und die Summierung:en erstrecken sich nur auf diese Stabe. Auch 
die Langenanderungen der uberzahligen Stabe konnen auf diesem 
Wege bestimmt werden (vergl. Abschnitt 14). 

II. Bestimmung der Formanderung eines einfachen 
Fachwerks vermittels eines Geschwindigkeitsplanes. Werden 
die Strecken ^Xy Jy und die gegebenen Langenanderungen Jl 
durch die Zeitdauer Ji der kleinen Bewegung dividiert, so bestimmen 

-—, —y- die Komponenten der Oeschmndigkeit des Knotens A in 

den Richtungen der Koordinatenachsen und --J, — ?. — r • • • ^^^ 

Ji dt Jt 

DehnungsgeschtvindigJceiien der Stabe 1, 2, 3 . . . Die gegebenen 

Dehnungsgeschwindigkeiten bestimmen den Oeschivindigheitsplan 

und hierdurch Grofie, Richtung und Sinn der Wege, welche von 

alien Knoten bei der Formanderung des Fachwerks durchlaufen 

werden. Die Bildung der Geschwindigkeitsplane ist in der Ab- 

handlung IV ausfuhrlich beschrieben worden. Es wird daher ge- 

niigen, hier einige Beispiele vorzufiihren. 

Beispiel 1, Es sind die Wege der Knoten des durch Abb. 34 

im Mafistabe i : 200 dargestellten Fachwerks unter der Voraus- 
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setzung zu bestimmen, dafl der Knoten A auf einem festen Lager 
ruht, wahrend der Knoten E wagerecht sich verschieben kann. Der 
Stab AB andert seine Lange um — 0,li5 cm, der Stab AC um 

— 0,150 cm, BC um +0,085 cm, BD um — 0,205 cm, CD um 

— 0,105 cm, BE um — 0,150 cm und DE um — 0,140 cm. Als 




Abb. 34. 



Abb. 35. 



Zeitdauer Ji der Bewegung wahlen wir i Sekunde und als Maflstab 
des Geschwindigkeitsplans 1 cm = 0,1 cm sek — ^ Die Knotenwege 
werden daher durch den Geschwindigkeitsplan in zehnfacher Ver- 
grofierung dargestellt. 

Wir seizen die. Bewegung des FachwerJcs aus zwei gleichzeitigen, 
von einander unabhdngigen Bewegungen der Knoten zusammen. Die 
erste Bewegung wird bestimmt durch die Bedingung, dafi der Knoten A 
festgehalten wird, wahrend der Knoten B auf der festen GeradenAB 
sich bewegt, und alle Stabe die oben angegebenen Dehnungen er- 
leiden. Die gleichzeitige zweite Bewegung ist eine Drehung des 
starren Fachwerks um den festen PunJct A mit einer solchen Dreh- 
geschwindigkeit, dafi die aus beiden Bewegungen resultierende Ge- 
schwindigkeit jE^ ^1 des Knotens jB die vorgeschriebene horizontale 
Richtung erhalt. Die Geschwindigkeiten der Knoten A, B, C . . . 
werden fiir die ei'ste Bewegung durch die Strecken PAi, PBi, 
PCi . . ., fiir die zweite Bewegung durch die Strecken A^P, jB^P, 
C<iP und also fiir die resultierende Bewegung durch die Strecken 
A^Ait B^Bi, C^Ci . . . dargestellt. Die dem ruhenden Knoten A 
entsprechenden Punkte Ai und A^ fallen mit dem Pol P des Ge- 
schwindigkeitsplanes zusammen. Es wird ferner bestimmt: 

I. Der Punkt B^ durch die gegebene Dehnungsgeschwindigkeit 
des Stabes AB: 

A^B^ II AB, AiPi = — 1,15 cm. 

Der Sinn A^Bi ist dem Sinne AB entgegengesetzt, weil die 

Dehnungsgeschwindigkeit negativ ist (vergl. IV, i). 

24* 
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2. Der Punkt C^ durch die gegebenen Dehnungsgeschwindig- 
keiten der beiden Stabe AC und BC: 

A^c\\ AC, A^c = — 1,50 cm 
JS^Cj II BC, J5i Cj = -f 0,a5 cm. 

Den Vorzeichen entsprechend hat A^c den Sinn CA und BiC^ den 
Sinn BC. Um den Punkt Cj zu bestimmen, ist 

zu Ziehen. 

3. De7' Punkt Di durch die gegebenen Dehnungsgeschwindig- 
keiten der beiden Stabe BD, CD: 

jB, d II BD, B^d= — 2,05 cm 
C,d^\\CD, C^d, = — 1.05 cm 
dI)i±B^d, d^D^ ± Cidj. 

4. Der Punkt Ex durch die Dehnungsgeschwindigkeiten der 
Stabe BE und DJ?: 

i?i e II BE, B,e = — 1,50 cm 
DiPillD^. DiCi = -l,40cm 
eE^l.B^e, e^E^ ± A^p 
Der Geschwindigkeitsplan der zweiten Bewegung ist durch die Be- 
dingungen: 

A^^E^1.AE 
E^E^WAE 
A^B^C^D^E^ ;:iABCDE 

bestimmt. Die resultierenden Geschwindigkeiten und Wege B^B^^ 
C^C^^ D^D^ der Knoten J5, C, D wurden nicht ausgezogen, um die 
Zeichnung nicht undeutlich zu machen. 



Abb. 37. 



•-.A 





Beispiel 2. Das Fachwerk ABCDE . . . (Abb. 36) ist in den 
Knoten A und G fest gelagert; die Langenanderung der Strecke AG 
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ist also gleich null. Um aus den gegebenen Langenanderungen 
der Stabe die Wege der Knoten zu bestimmen, zerlegen wir 
die kleine Bewcgung des Fachwerks in folgende tyier gleichzeitige 
Bewegungen : 

1. Die Bewegung der Fachwerkshalfte ABGD, bei welcher der 
Knoten B auf der festen Geraden AB sich verschiebt und alle StSbe 
dieses Fachwerksteils die gegebenen Dehnungen erleiden. Von dem 
Geschwindigkeitsplan PA^ B^QD^ . . . , der wie im Beispiel i ge- 
bildet wird, ist nur die Geschwindigkeit PD^ des Knotens D dar- 
gestellt worden, um die Zeichnung nicht mit Linien zu iiberladen. 

2. Die Bewegung der zweiten Fachwerkshalfte DEFQ, bei 
welcher der Knoten F auf der festen Geraden GF sich verschiebt 
und alle Stabe die vorgeschriebenen Dehnungen ausfiihren. Von den 
Geschwindigkeiten PD.,, PE^y PF^ . . . dieser Bewegung 2 wurde 
nur die Geschwindigkeit PD.^ des Knotens D dargestellt. 

3. Eine Drehung der ersten Fachwerkshalfte um den festen 
Knoten A, welche durch den Geschwindigkeitsplan 

A^B.,C^D^';iABCD 
dargestellt wird, und 

4. eine Drehung der zweiten Halfte um den festen Knoten G, 
dargestellt durch den Geschwindigkeitsplan 

D^E^F^G^0DEFG. 

Der Sinn der Geschwindigkeiten der beiden Bewegungen 3 und 4 
zeigt nach dem Pol P, so dafl fiir die Knoten der ersten Fachwerks- 
halfte die Geschwindigkeiten B^B^, O-^Cu D^Di , , . und fiir die 
Knoten der zweiten Halfte die Geschwindigkeiten D^D^j, E^E^, 
FiF.j . , . resultieren. 

Die beiden Drehungen 3 und 4 werden bestimmt durch die Be- 
dingung, dafl fiir den Knoten i), welcher die beiden Fachwerks- 
halften verbindet, aus den beiden Bewegungen 1 und 3 dieselbe Ge- 
schwindigkeit sich zusammensetzen muB, wie aus den Bewegungen 2 
und 4, d. h. die Strecke D^Di muB Grofle, Richtung und Sinn der 
Strecke D^D.2 erhalten. Um die beiden Punkte Dg, D4, welche dieser 
Bedingung entsprechen, zu bestimmen, tragt man die Strecke PH 
nach GroBe, Richtung und Sinn gleich der Strecke D^Di auf und 

ziehti 

PDi±AD, PD^±On 

HD,\\FDu D,D,\\D,D^. 

12. Die Biegungslinie. Das im vorigen Abschnitt be- 
schriebene Verfahren wird in manchen Fallen unsicher und un- 
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brauchbar, weil die unvermeidlichen Zeichenfehler bei grofler 
Anzahl der Stabe leicht das zulassige MaB iiberschreiten. Auch ist 
es nur selten von Interesse, die Formanderung eines Fachwerks 
durch die Wege aUer Knoten vollstandig zu bestimmen. In den 
meisten Aufgaben kommen nur die loirechten Wege einzelner Knoten 
in Betracht und zwar nicht nur bei einer einzigen Belastung, sondern 



Abb. 38. 




K9'2St 



in einer grofieren Anzahl verschiedener Belastungsfalle. Es wiirde 
sehr umstandlich und zeitraubend sein, wenn man fiir jeden dieser 
Falle den Geschwindigkeitsplan des Fachwerks bilden miifite. 

Es sei in Abb. 39 O irgend ein Knoten des Fachwerks und H 
irgend ein Punkt der die Lasten aufnehmenden Fahrbahn. Be- 
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rechnet man nach Abschnitt lO die Senkung g des Knotens &, die 
hervorgerufen wird durch eine lotrechte Last K des Punktes H der 
Fahrbahn, und ferner die Senkung h des Punktes H, hervorgerufen 
durch eine ebenso grofie Belastung K des Knotens O, so ergibt 
sich, dafi die beiden Senkungen g und h gleich grofi und der Last K 
proportional sind. 

Um diese Behauptung zu beweisen, bezeichnen wir fiir die 
Stabkrafte des Fachwerks mit xi, x^, x^ die Einflufizahlen der Lasten K 
des Knotens Q und der beiden Knoten C, D, auf welche die Last 
des Punktes // vermittels des Zwischentragers GiD^ iibertragen 
wird. Die Last K des Knotens O erzeugt Stabkrafte von der 
Grofle XiK und Langenanderungen von der Grofle 

wenn mit I die Lange eines Stabes, mit F sein Querschnitt, mit 8 
der Elastizitatsmodul des Stabmaterials bezeichnet und zur Ab- 
kiirzung . 

gesetzt wird. Infolge dieser Langenanderungen senken sich die 

Knoten C und D um Strecken e^ d, die nach Abschnitt lo durch 

die Gleichungen 

c = 2x^Jl = K2x^xir, 

d = 2xiJl = K2xiK^r 

bestimmt werden. Wird von der Formanderung des Zwischen- 
tragers abgesehen, so ergibt sich fur die Senkung h des Punktes H 
die Grofle: 

* = "f + af "" Ti+T (^1-^8*1^ + ^'1-^*8*1 0. (10) 

wenn mit Cj, d^ die Abstande des Punktes H von den Stiitzen C^ 
Di des Zwischentragers CiDi bezeichnet werden. 

Belastet man ferner den Punkt H mit der Last K^ so werden 

auf die Knoten C, D die Lasten K —-,— und K r^-r-- iiber- 

^1 + «i Ci + di 

tragen. Diese beiden Lasten erzeugen zusammen Stabkrafte von 
der GrSfle ^ 

und Langenanderungen von der Grofie 

Kr 
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Die hierdurch herbeigefuhrte Senkung ^ des Knotens O hat also, 
wie oben behauptet wurde, die GroBe: 

g = ^ , ^ - (d^SxiX^r + Cj Sxix^r) = h. (11) 

Es set nun die Aufgabe gestellt, fiir eine Reihe verschiedener, 
zusammengesetzter Belastungen die Senkungen y eines bestimmten 
Knotens, z. B. des Knotens (7, zu berechnen. Wir bestimmen zu 
diesem Zweck in Abb. 42 die Senkungen 

6 = ^2^3, c = 02Cs, d = D^D^ 

der Knoten B, C, D, welche die Fahrbahn tragen, fiir den Fall, 
in welchem (dlein der Knoten C mit der Last ^0 belastet ist. Das 
Polygon A^JB^CsD^iE^ wird die Biegungslinie der Ourtung ABODE 
genannt. Eine der gegebenen Belastungen ist in Abb. 39 dargestellt; 
sie besteht aus den Lasten Ki, K^, K^, in deren Loten die Biegung.s- 
linie die Ordinaten y^, y^, j/g hat. Diese Ordinaten bezeichnen also 
die Senkungen der Fahrbahn in den Punkten, welche die Lasten 
Kx, -Kj, K^ tragen, in dem Falle, wenn diese Lasten beseitigt und 
durch eine Einzellast K^ des Knotens G ersetzt werden. Wird jede 
einzelne der Lasten Ki, K^, K^ m deren Lage durch K^ ersetzt, so 
wird in diesen drei Belastungsfallen die Senkung des Knotens C, 
wie oben bewiesen worden ist, die Groflen 

annehmen. Daher ist die Senkung y des Knotens C bei gleich- 
zeitiger Einwirkung der Lasten K^y K^, K^\ 

Diese Grofie kann entweder durch Rechnung oder in bekannter 
Weise auf graphischem Wege vermittels eines Seilpolygons be- 
stimmt werden, wie es in den Abbildungen 43 und 44 ausgefiihrt 
worden ist. 

13. Die Bildung der Biegungslinie kann auf drei ver- 
schiedenen Wegen ausgefiihrt werden: 

i) Durch Berechnung der Ordinaten h, c, d. Bezeichnet man 
mit xi, Xg, X:i die Einfluflzahlen der Lasten der Knoten C, B, D fiir 
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die Stabkrafte des Fachwerks, so ist dem Abschnitt 12 zufolge bei 
einer Belastung Kq des Knotens C die Senkung des Knotens B: 

B^B^==b = Ko2x2Xir, 

die Senkung des Knotens C: 

und die Senkung des Knotens D: 

])^])^ = d = Kq2x^xi r. 

Die Berechnung der Summenwerte ist bei grofier Anzahl der Knoten 
und Stabe zwar miihsam, wird aber wesentlich erleichtert durch den 
Umstand, dafi die Produkte x^xir, x^r, x^XiT fiir jeden Stab den ge- 
meinschaftlichen Faktor xiV haben. 

2) Vermittels eines Oeschmndigkeitsplanes. Die Last Kq des 
Knotens C erzeugt Stabkrafte von der Grofie 

S = XiKo 

und Langenanderungen von der GroBe 

Jl = Sr = x^KQr. 

Man bestimmt die Stabkrafte S vermittels eines Krafteplans 
(Abb. 40) und die Verschiebungen der Knoten infolge der Langen- 
anderungen Jl durch einen Geschwindigkeitsplan, aus dem die lot- 
rechten Wege b, c, d der Knoten B, C, D zu entnehmen sind. Ist 
die Anzahl der Stabe grofl, so gewahrt dieser Weg in der Regel 
nicht den erforderlichen Grad der Genauigkeit. 

3) Durch Darstellung der Biegungslinie als Seilpolygon, dessen 
Belastungen in folgender Weise ermittelt werden. Wenn nur ein 
einziger Stab, z. B. der Stab OB, seine Lange um Jl andert, so 
senken sich die Knoten C, J?, D um die Strecken 

wenn wie bisher mit Xp xg, Xs die Einfluttzahlen der Knotenlasten 
von C, B, D fiir die Stabkraft des Stabes GB bezeichnet werden. 
Im Abschnitt 9 wurde beschrieben, wie diese Einflufizahlen bestimmt 
werden durch die Ordinaten eines Seilpolygons, dessen Belastungen 

-,-, , , ,- aus der Fachwerksfigur zu entnehmen sind. Genau das- 
n All 1^2 

selbe Verfahren fiihrt offenbar zur Bestimmung der Senkungen Jb, 
Jc, Jd, indem man namlich anstatt der Lasten =-, -, , -r- die 
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Lasten 



M Jl Jl 



fiir die Bildung des Seilpolygons einfuhrt. Die 



Strecken h, \, \ werden in beiden Fallen in gleicher Weise aus 
der Zeichnung entnommen. Man bestimmt also nach den Regeln 
des Abschnittes 9 die in den Loten der Knoten B, (7, D wirkenden 

, welche der gegebenen Langenanderung 



Lasten 



h 



Jl = XiKqV 



eines jeden Stabes entsprechen, berechnet fiir jede Knotenvertikale 
die algebraische Summe der Lasten und bildet aus diesen resul- 
tierenden Lasten niit einer willkiirlich zu wahlenden Horizontal- 
kraft H das Seilpolygon AiB^CsD^E^, das mit der Biegungslinie 
sich deckt. 

Fiir das in den Abb. 38 und 39 im MaBstabe i : 200 dar- 
gestellte Balkenfachwerk ist die angedeutete Berechnung der Lasten 
in der folgenden Tabelle ausgefiihrt worden. 



Stab 


I 


F 


S 


lOOOz// 


A 


A. 


1 


1 

1 Das I 000 000 f ache 

der belastuDgen 

1 




cm 


qcm 


t 


cm 


cm 


cm 


cm 


Bs 


(h \ -Os 


2 


49() 


100 


+ 22,0 + 54 


1 i 
+ 310 


+ 174 1 


3 


650 


120 


— 22,6 61 


-300 


+ 203 


1 

1 


4 


390 


50 


— 3,6 - 14 


+ 280 510! 

1 


- 50 


+ 27 




5 


530 


100 


+ 22,5 + 60 


+ 380 ' 1 


+ 122 


+ 36 




6 


575 


100 


+ 16,0 


+ 4() 


1 — :m + 390 


' 135 + 118 




7 


800 


120 


— 33,41 — 111 


— 400i 


+ 278 


8 


575 


50 


+ 13,6 + 78 


+ 430 1 — 390' 

1 


; + 181 -200 

1 


9 


585 


100 


+ 24,o|+ 70 


+ 380| 


1 i+ 60 


+ 124 


10 


410 


50 


— 3,0 


12 


545 +330 


+ 22—36 


11 


845 


120 


— 23,5 


— 83 


-320 


+ 259 


V2 


635 


100 


+ 22,8'+ 72 


+ 325, 

Summe 

1 


1 + 222 

1 1 




1 + 314 

1 


+ 722 


+ 369 



Die ersten Reihen enthalten die gegebenen Stablangen I und 
Stabquerschnitte F. In der folgenden Reihe sind die Stabkrafte 

verzeichnet, die von einer Last 

^ = 25t 
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des Knotens C hervorgerufen werden und in dem Krafteplan Abb. 40 

im Mafistab 

1 cm = 10 t 

dargestellt sind. Bei der Berechnung der Langenanderungen 

wurde € = 2000 t/qcm angenommen. 

Die Strecken h, h^, h^ sind in den Abb. 38 und 39 angegeben; 
nur die Strecken Aj, Aj fur die Stabe 5 und 9 mufiten wegen Raum- 
mangels aus der Zeichnung fortgelassen und durch Rechnung ersetzt 
werden. Zur Erlauterung der Tabelle beschreiben wir die Rechnung 
fiir die Stabe 5, 6 und 7. 

Stab 3, Gegeben sind: 
Jl= ^ 0,060 cm, A = -|- 380 cm, == -f (),oo0168 cm. 

Der Momentenarm h ist positiv, weil der Stab 5 der unteren Gurtung 
angehort (vergl. Abschnitt 9, Bcispiel 3). Die im Lot des Momenten- 

punktes G anzubringende Last j- ist die Resultante der beiden 

Lasten , und , - , welche durch die Knoten B und C gehen und 
hi n^ 

von der Resultanten um 120 cm und 410 cm abstehen. Folglich ist: 

f^^ = + 4^0 , ^20 ^'000158 = + 0,000122 

^ = + 4JQ I - 120 ^'^^^^ = + ^'000036. 

Stab 6, Gegeben sind (Abb, 39): 

^/==-|- 0,046 cm, Ai = — 340 cm, A2 = + 3i)Ocm. 

Nach Beispiel 2 des Abschnittes 9 tragt Aj das negative und h,j 
das positive Vorzeichen, weil der obere Knoten G des Stabes 6 links 
vom Schnitt durch die Stabe 5, 6, 7 liegt. Demnach haben die 
Lasten der Knoten B und C die Groflen: 

M + ^M(\ cm ^^ 

J. = ou,- = — 0,ouoia5 
Ai — 340 cm 

^/i + 0.046 cm 

A2 -j- 390 cm ' 

Stab 7. Gegeben sind (Abb. 38): 

Jl=: — 0,111 cm, A = — 400 cm. 
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Nach Beispiel i des Abschnittes 9 ist h negativ^ weil der Stab 7 
der oberen Gurtung angehort. Daher ist die Last im Lot des Mo- 
nientenpunktes C: 

Jl —0,111 cm , ^ i 

Die Summierung der Tabelle ergibt als Beiastungen des Seils 
in den Loten der Punkte B, C, D die unbenannten Zahlen: 

Bi = -\- 0,000314, Cg = + 0,000722, A = + 0,000369- 
Im Krafteplan des Seilpolygons (Abb. 41), fiir den der Mafistab 

1 cm = 0,0008 

gewahlt wurde, ist die Horizontalkraft H gleich 0,001. Daher ist 
der Mafistab der Ordinaten y des Seilpolygons 

1 cm = 0,001 • 200 cm = 0,2 cm, 

d. h. die Senkungen des Knotens C werden in den Abb. 42 und 44 
im Fiinffachen der natiirlichen Grofle dargestellt. 

14. Die Langen und die Langenanderungen der iiber- 
zahligen Stabe eines zusammengesetzten Fachwerks. Wenn 
in ein einfaches Fachwerk ein iiberzahliger Stab eingefiigt und hier. 
durch ein ztisammengesetzies Fachwerk gebildet wird, so sind die 
Lange V und die Langenanderung JV dieses Stabes abhangig von 
den Langen und den Langenanderungen der Stabe des einfachen 
Fachwerks. Wir bezeichnen mit Zp ^2. ^ • • • die Langen der Stabe 1, 
2, 3 . . . des einfachen Fachwerks im spannungslosen Zustande und 
bei einer bestimmten Temperatur tQ\ ferner mit V die hierdurch be- 
stimmte Lange des iiberzahligen Stabes (1) und mit ^^ die Tempe- 
ratur, bei der dieser Stab im spannungslosen Zustande die Lange V 
hat. In bezug auf diese Langen seien Jl^, Jlj, Jl^ . . ., JV die 
durch irge7id welche Ursachen herbeigefiihrten Langenanderungen. 

Nach Gleichung 9 ist: 

JV = — x\ Jl^ — x'g^/g - <,^/3 — ... = — 2x'Jl (13) 

wenn x\S\ x'.>/S", x'-^S' ,,. die Stabkrafte der Stabe 1,2, 3... des 
unbelasteten einfachen Fachwerks bezeichnen, welche von einer Stab- 
kraft S' des iiberzahligen Stabes hervorgerufen werden. Da fiir 
diesen Stab , , . 

ist, so kann man der Gleichung 13) auch die Form 

= 2'x'Jl 
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geben. Das Zeichen S' soil andeuten, dafi die Summierung auf 
(len uherzaMigen Stab (1) und auf samtliche Stabe des einfachen 
Fachwerks mit Einschlufi der Stiitzstabe sich erstreckt. Letztere 
kommen selbstverstandlich nur dann in Betracht, wenn die Stiitzen- 
lage sich atidert^ und wenn zugleich die Stiitzstabe durch die 
Stabkraft 8^ des uberzahligen Stabes in Spannung versetzt werden, 
mit anderen Worten, wenn fiir die Stiitzstabe weder Jl noch x' 
gleich null ist. Enthalt das Fachwerk mehrere iiberzahlige Stabe (1), 
(2), (3) . . ., so besteht fiir jeden eine Bedingung von dieser Form: 

= 2"x"Jl [ (14) 

= yx"'Jl usf. ) 

Die Gleichung 13) gilt fiir jede Formanderung, also auch in dem 
Falle, wenn 

ist, d. h. wenn das Fachwerk der Form seines spannungslosen Zu- 
standes geometrisch ahnlich bleibt. Daher ist die Lange V des 
iiberzahligen Stabes im spannungslosen Zustande des Fachwerks 

Z' = — %W — x'aZg — ^'s's — ... = — 2y!1. (15) 

Hat der spannungslose Stab bei der Temperatur i^ die Lange Zo» 
so wird seine Temperatur t^ fiir den spannungslosen Zustand des 
Fachwerks durch die Gleichung 

bestimmt, in der d den Warmeausdehnungskoeffizient des Stab- 
materials bezeichnet. In manchen Fallen ist l^ nicht bekannt; dann 
ist es unmoglich, die Temperatur ti und ihren Einflufl auf die Stab- 
krafte des Fachwerks zu bestimmen. 

Die Auswahl der uberzahligen Stabe eines zusammengesetzten 
Fachwerks ist innerhalb gewisser Grenzen willkiirlich: es ist nur 
notig, daB die iibrigen Stabe ein einfaches Fachwerk bilden. 

15. Die Stabkrafte des zusammengesetzten Fachwerks. 
Die Langenanderungen der Stabe in bezug auf den spannungslosen 
Zustand des Fachwerks sind abhangig von den Temperatur- 
anderungen t und den Stabkraflen S gemafl der Formel 

Jl = m-\- Sr. (17) 

Um die Stabkrafte S zu bestimmen, betrachten wir die iiber- 
zahligen Stabe als Laststabe^ deren Bedeutung im Abschnitt 6 er- 
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lautert worden ist. Die Belastungen des einfachen Fachwerks, 
welches durch Zerschneiden der iiberzahligen Stabe entsteht, setzen 
sich also zusammen aus den gegebenen Knotenlasten K und den 
unbekannten Stablasten S*, S*\ 8*** . . ., die von den Stabkraften 
der zerschnittenen iiberzahligen Stabe (1), (2), (3) . . . gebildet 
werden. In jedem Stabe des einfachen Fachwerks erzeugen die 
Lasten K eine in bekannter Weise zu bestimmende und als lineare 
Funktion der Krafte K darzustellende Stabkraft @, zu der die von 
den Lasten S', S'\ 8*" . . . erzeugten Stabkrafte x'S', x*' 8\ x'*'8"' 
hinzutreten: 

8,=^^+ x\8' + xl'S" + xr8"' + . . . j 

5^ = 3^ + x'a 8' + xi' 8" + X2'8"^ + . . . (18) 

^3 = ©3 + x*,S' + xS8" + x'^'8'*' 4- . . . usf. J 

Durch Verbindung der Gleichungen 14), 17) und 18) entstehen die 
Bedingungen, durch welche die unbekannten Stabkrafte 8\ 8", 8*** . . . 
der iiberzahligen Stabe bestimmt werden: 

= 2'x'l6t']-2x'Sr + 8'2'x'^r-{-8*'2x*x'*r'}-8"2x'x"'r + ,.. \ 

= 2"x"ldt + 2x" ©r + 8'2x'x"r + S''2"x"^r + 8"'2x"x'''r-^ ... [ (19) 
0==2'*'x'"ldt-^2x'"(Sr + 8'2x'x**'r-{-8"2x''x'"r'\-8"'2'''x"'^r']-...\ 

usf. Nachdem die Stabkrafte der iiberzahligen Stabe berechnet 
worden sind, ergeben sich die iibrigen Stabkrafte durch die 
Gleichungen 18). 

In betreff der Summierungen ist zu beachten, dafl die Grofie @ 
fur alle iiberzahligen Stabe gleich null ist; daher erstr.ecken sich die 
Summen 2x^r nur auf die Stabe des einfachen Fachwerks. Die 
GroBe x' ist fiir den iiberzahligen Stab (1) gleich eins, fiir alle anderen 
iiberzahligen Stabe gleich null. Die Summen 2'x'ldt und 2'x'^r 
erstrecken sich also auf die Stabe des einfachen Fachwerks und 
auflerdem nur auf den iiberzahligen Stab (1), was durch das Zeichen 2' 
angedeutet wird. Ebenso erstrecken sich die Summen 2*'x"ldt und 
2*'x"^r auf die Stabe des einfachen Fachwerks und auflerdem nur 
auf den iiberzahligen Stab (2), usf. Fiir alle 8tutestdbe ist r gleich 
null; die Summen mit dem Faktor r erstrecken sich also nicht auf 
die Stiitzstabe. Soil eine Aenderung der Stiitzenlage in Rechnung 
gestellt werden, so kann man sich vorstellen, dafl die betreffenden 
Langenanderungen der Stiitzstabe durch Temperaturanderungen der- 
selben herbeigefiihrt worden sind. In die Summen 2xldt, die sich 
alsdann auch auf die Stiitzstabe erstrecken, ist die gegebene Langen- 
anderung eines solchen Stabes gleich I3t einzusetzen. 
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Die in den Gleichungen 19) vorkommenden Summen sind in 
der Regel durch Rechnung zu bestimmen, weil das graphische Ver- 
fahren nicht genau genug ist und in den meisten Fallen auch keine 
Zeitersparnis gewahrt. Nur in besonderen Fallen kann dieses Ver- 
fahren in Betracht kommen. Wir verweisen auf das im Abschnitt 19 
dieser Abhandlung beschriebene Beispiel. 

Bevor wir zu Anwendungen auf die gebrauchlichsten Formen 
der zusammengesetzten Fachwerke iibergehen, sollen in den folgenden 
Abschnitten einige allgemeine Beziehungen abgeleitet werden, die 
an Stelle unseres Verfahrens zur Berechnung der Stabkrafte zu- 
sammengesetzter Fachwerke benutzt werden konnen, wenn Aende- 
rungeii der Tempei'atur und dei' Stiitzenlage nicht in Betracht 
Jcommen. Der Leser erhalt hierdurch Gelegenheit, Vergleiche anzu- 
stellen. 

16. Die Formanderungsarbeit eines zusammenge- 
setzten Fachwerks. Wir bestimmen zunachst die Arbeit A, welche 
zur Langenanderung der Stabe erforderlich ist, wenn das unbelastete 
und gewichtslose Fachwerh im spannungslosen Zustande sich befindetj 
wenn also die Temperaturen der iiberzahligen Stabe den Bedingungen 

== 2'x'ldt = 2*'x"m = . . . 

entsprechen. Werden die Lasten K mit Einschlufl des Eigen- 
gewichtes in beliebiger, aber stetiger Weise auf das Fachwerk ge- 
bracht, so andert sich jede Stabkraft stetig von nuU bis zu ihrem 
Endwerte, der mit V bezeichnet werden moge, und die Lange des 
Stabes von I his 

Der Stab erfordert eine Formanderungsarbeit von der Grofle 

Sdl = r I 8dS=\~lPr = ^UJl 

5=0 Jo 

Die Formanderungsarbeit fiir alle Stabe ist demnach 

A= \2T?r = ^2VJl 

Ein zweiter Wert ergibt sich dwrch Antoendung des Prinzvps der 
virtuellen Geschwindigkeiten^ indem man aus jedem Stab des be- 
lasteten Fachwerks ein Stiick herausschneidet und von den Knoten 
des Fachwerks die Wege durchlaufen lafit, welche durch die Form- 
anderung des Fachwerks, d. h. durch die Langenanderungen Jl der 
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Stabe bestimmt sind. Legen die Lasten K^, K^, K^ . , . in ihren 
Richtungen hierbei die Wege Wi, w^y W3 . . . zuriick, so 1st nach 
Gleichung 1): 

2VJl = 2Ktv 
und folglich: 

A = 4--^ UJl = ^2U^r = ^y2Kw. (20) 

•^ £t A 

Ldfit man also bei der Temperatur des spannungslosen Zustandes die 
Lasten eines Fachwerks in heliehiger, aber stetiger Weise von nuU bis 
eu ihren Endwerten K amvachsen, so ist die von den Lasten wdhrend 
der Formdnderung geleistete Arbeit unabhdngig von der Art und Weise^ 
wie die Lasten entstehen, und immer halb so grofi, wie sie sein wUrde^ 
tvenn die Lasten wdhrend der ganzen Formdnderung ihre Endwerte K 
hdtten. 

Jeder elastische Korper kann angesehen werden als eine Gruppe 
von materiellen Punkten, deren Abstande voneinander unter Ein- 
wirkung der inneren Krafte nach dem Hookeschen Gesetze sich 
andern. Er bildet also ein Fachwerk, allerdings mit unendlich vielen 
uberzahligen Staben, was aber hier nicht in Betracht kommt. Der 
vorstehende, zuerst von Clapeyron ausgesprochene Satz gilt dem- 
nach nicht nur fiir das Fachwerk, sondern auch fiir jeden gestutzten 
elastischen Korper. 

Wir wenden uns nun zu dem allgenicinen Falle, in dem die 
Stabkrafte T des unbelasteten Fachwerks nicht gleich null sind. 
Durch die Wirkung der Belastungen kommen zu den Kraften Tdie 
Stabkrafte U hinzu, so daB das belastete Fachwerk die Stabkrafte 

aufzunehmen hat. Man hat auch in diesem Falle die Arbeitsumme 

A,=^2S^r = ^2T^r-\-2TVr-{-}y2l?r (21) 

die Formdnderung sarbeit des Fachwerks genannt, was, wie die Er- 
fahrung gezeigt hat, sehr geeignet ist, Verwirrungen anzurichten. 
Der vorstehende Ausdruck laBt sich vereinfachen , indem man be- 
achtet, dafl zufolge Gleichung 1) die Summe 

2TUr = 

ist. Denn die Krafte T bilden an jedem Knoten des unbdasteten 
Fachwerks eine Gleichgewichtsgruppe, und die Langenanderungea 

Jl= Ur 
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bestimmen eine mogliche Formanderung des Fachwerks. Dem- 
nach ist 

4, = I SlPr + -\2T*r = A-^l-2 T'r. (22) 

Die Arbeit A ist bei gegebener Belastung eine unverdnderliche 
Grofle, die Stabkrafte T dagegen andern sich mit den Stabtempe- 
raturen. Da alle Glieder der Summe 2 T^r positw sind , so folgt 
der Satz von Menahrea: Bei gegebener Belastung erreicht die Form- 
dnderungsarbeit Ai ihren Jcleinsten Wert A, wenn das unbelastete 
Fachwerk spannungslos ist Dieser Satz gilt auch, wenn das Fach- 
werk durch einen gestutzten elastischen Korper ersetzt wird. 

Die Bedingungen des Minimums der Formanderungsarbeit A^ 
konnen angewandt werden, um die von einer gegebenen Belastung 
erzeugten Stabkrafte zu bestimmen, wenn das unbelastete Fachwerk 
spannimgslos ist Die voneinander unabhangigen veranderlichen 
Grofien, von denen A^ abhangig ist, sind die Stabtemperaturen t 
Aus den Gleichungen 19) ist jedoch zu ersehen, dafl auch jede der 
Stabkrafte S*, S'\ S"* . . . der uberzahligen Stabe unabhangig 
von den anderen willkiirlich geandert werden kann, wenn gleich- 
zeitig die Stabtemperaturen so geandert werden, dafi die Bedingungen 
der Gleichungen 19) bestehen bleiben. Als Bedingungen des Minimums 
konnen daher die Gleichungen gelten: 

^, d^i _., 68 ,, 6 A, -,^ dS - 



aus denen in Verbindung mit den Gleichungen 18) folgt: 

= 2x'Qr + S'2x'^r'\'S'*2x'x"r-\- ... ) 
= 2x"er'^S'2x'x"r-]- S"2"x'*^r-\-,..f 



(24) 



usf. Das Ergebnis der vorstehenden Betrachtung wird auf einem 
einfacheren Wege erreicht, indem man in unseren Gleichungen 19) 
die Abweichungen t der Stabtemperaturen von denen des spannungs- 
losen Zustandes gleich null setzt. 

Zwei weitere bemerkenswerte Beziehungen lassen sich ableiten, 
indem man die Formanderungsarbeit A bei unverdnderlichen Stab- 
temperaturen ansieht als eine Funktion der veranderlichen Lasten K^^ 
K^,K^.». und nun die erste Abgeleitete dieser Funktion nach einer 

Mohr: AbhondL a. d. Qeblete <L technischen Mechanik. 25 
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der Lasten, z. B. nach K^ bildet. Man gelangt zu zwd verschiedenen 
Ausdriicken, je nachdem man die Form 



oder 



A = ^2TJ^r 



A^~2Kw 



in Rechnung bringt. Im ersten Falle ist 

Die Grofien — -^^ bezeichnen die Stabkrafte, die in den Staben des 
Bv^ammengesetzten Fachwerks von einer einzigen Last 

hervorgerufen werden. LaBt man die Knoten des Fachwerks mit 

dieser Einzeilast und den zugehorigen Stabkraften — =- die Wege 

durchlaufen, welche durch die Langenanderungen 

Jl= Ur 

bestimmt sind, so ergibt sich nach Gleichung 1) der Weg Wu den 
die Last K^ zuriicklegt, durch die Gleichung 

Demnach ist 

6A 

^ = ^1 (25) 

oder in Worten: Betrachtet man die Formdnderungsarbeit A eines 
zvsammengesetzten Fachwet'ks hei unverdnderlichen Stabtemperaturen 
als eine FunJction der voneinander unabhdngigen verdnderlichen 
Lasten, so ist bei jeder gegebenen Belastung Ki, K^, jKs . . . def' 
elastische Weg w^ der Last Ki in der Richtung dieser Kraft gleich 
der ersten Abgeleiteten von A nach Ki, 

Auch dieser, zuerst von Castigliano ausgesprochene Satz kann 
ebenso wie der Satz von Clapeyron ohne weiteres auf jeden ge- 
stiitzten elastischen Korper iibertragen werden. Zur Berechnung 
des Weges Wy eignet sich die Gleichung 25) nicht, weil die Be- 

stimmung der Stabkrafte ^ in den Staben des zusammengesetzten 
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Fachwerks zu umstandlich sein wiirde. Zu diesem Zweck erfordert 

die Formel eine weitere Umformung, auf die wir hier nicht naher 

eingehen, weil wir in der Gleichung 8) ein einfacheres Hilfsmittel 

gegeben haben; denn der Weg W\ ist voUkommen bestimmt durch 

die Langenanderungen 

Jl= Ur 

der notwendigen Stabe des zusammengeseUften Fachwerks. Bezeichnet 
man mit x die Einflufizahlen der Last K^ fiir die Stabkrafte des 
einfachen Fachwerks, das durch Beseitigung der iiberzahligen Stabe 
entsteht, so ist nach jener Gleichung 

Wi==:2xVr. (26) 

Diese Summe erstreckt sich also nur auf die Stabe des einfache^i 
Fachwerks (vergl. Abschnitt lo). 

Wahlt man zweitens die Form: 
so erhalt man durch Differentiieren : 

und in Verbindung mit der Gleichung 25): 

oder 

w^ dK^ = Ki 6Wi -f- ^ dw-'a 4" -Ki ^u;^ + . . . 

Diese Gleichung bildet einen besonderen Fall des Satzes von Betti, 
den wir im nachsten Abschnitt ableiten und erklaren werden. 

17. Eine allgemeine Beziehung zwischen je zwei 
elastischen Formanderungen eines einfachen oder zu- 
sammengesetzten Fachwerks. Wir bezeichnen mit p und q 
zwei voUkommen gleiche Fachwerke, die im unbelasteten Zustande 
spannungslos sind. Das Fachwerk p tragt die nach Grofle, Lage 
und Richtung gegebenen Lasten P^, P^, P3 . . ., welche die Stab- 
krafte Sp und also Langenanderungen J I der Stabe von der 
Grofie rSp hervorrufen. Ebenso werden die Lasten des Fach- 
werks q mit Qi, Qj, Q3 • • ., die Stabkrafte mit Sq und die Langen- 
anderungen Jl der Stabe mit rSq bezeichnet. Wir bilden die 
Gleichgewichtsgruppen der einzelnen Knoten beider Fachwerke, in- 

25* 
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dem wir aus jedem Stabe ein Stiick herausschneiden, und lassen zu- 
nachst die Knoten des Fachwerks p die Wege durchlaufen, welche 
der elastischen Formanderung des Fachwerks q entsprechen. Bei 
dieser Bewegung leisten die Krafte P eine Arbeitsumme Ap und 
die Stabkrafte 8p die Arbeit — 2 SpS^r. Zufolge Gleichung 1) ist 

= Ap-2SpS^r, 

Wir lassen zweitens die Knoten des Fachwerks q die Wege durch- 
laufen, welche der Formanderung des Fachwerks p entsprechen und 
welche durch die Langenanderungen der Stabe SpV bestimmt sind. 
Hierbei leisten die Lasten Q eine Arbeit A^ und die Stabkrafte Sq 
die Arbeitsumme — 2 SqSpV. Gleichung 1) fordert wiederum 

= Aq — 2 SqSpr, 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

Ap = A,. m 

Die Lasten Pi, P2, P3 . . . des Fachwerks p leisten also bei der 
elastischen Formanderung des Fachwerks q dieselbe Arheitsumme wie 
die Lasten Qi, Q^, G3 • • • ^^^ Fachwerks q bei der Formanderung des 
Fachwerks p. 

Auch dieser Satz, welcher in anderer Form und Herleitung von 
Professor Betti in der italienischen Zeitschrift Nuovo Cimento, 1872 
mitgeteilt wurde, kann ohne weiteres auf jeden gestiitzten, elastischen 
Korper ubertragen werden. Von seinen Anwendungen sind folgende 
die wichtigsten: 

I. Das Fachwerk p tragt nur eine Last P, das Fachwerk q 
ebenfalls nur eine Last Q, Beide Lasten sind von gleicher Grofie, 
konnen aber nach Richtung und AngrifTspunkt verschieden sein. 
Bei der elastischen Formanderung des Fachwerks p legt der An- 
grifTspunkt der Last Q den Weg Wp zuriick; ebenso bezeichnet Wq 
den Weg des Angriffspunktes von P bei der Formanderung des 
Fachwerks q, Nach dem Satze von Betti ist: 

Fwq cos (P, w^ = Qwp cos (Q, Wp) 
Oder 

Wq cos (P, Wq) = Wp cos (Q, Wp), 

d. h. die Projektion des Weges Wq auf die Kraft P ist ebenso groJJ 
wie die Projektion des Weges Wp auf die Kraft Q, 

Diese Beziehung wurde im Jahre 1864 von Maxwell in der 
englischen Zeitschrift The Philosophical Magazine mitgeteilt und aus 
dem Satze Clapeyrons abgeleitet. In Deutschland, wo sie erst 
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zwanzig Jahre spater bekannt wurde, bezeichnet man sie als den 
Satss von der GegenseiHgkeit der Verschiebutigen. 

2. Das Fachwerk p tragt eine einzige Last Pq, das Fachwerk q 
dagegen eine Gruppe von Lasten Q^, Q^, Qs . . .; alle Lasten P, Q 
sind gleich gerichtet, z. B. lotrecht. Die Biegungslinie, welche die 
Formanderung des Fachwerks p darstellt, bestimmt die Senkungen 
J/i» y^f y« • • • ^^^ Angriffspunkte der Lasten Qi, Q^, Qs. . . . Be- 
zeichnet man ferner mit i/q die Senkung des Angriffspunktes von Pq 
bei der Formanderung des Fachwerks j, so folgt aus dem Satze 
von Betti: 

PoVo = QiVi + Q22/2 + Qzy-A + • • • 
Oder 

2Qy 

yo = -p- - • (29) 

Die durch diese Gleichung dargestellte Beziehung wurde in 
meinem Beitrage eur Theorie des Fachwerks vom Jahre 1875 ver- 
mittels des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten abgeleitet, und 
zwar zu einer Zeit, als die Satze von Betti und Maxwell mir und 
iiberhaupt in Deutschland noch nicht bekannt waren. Man ver- 
gleiche die Gleichung 12 der vorliegenden Abhandlung und den 
Abschnitt 5 der Abhandlung IX. 

3. Das Fachwerk p tragt eine einzige Last P, das Fachwerk q 
dagegen eine Gruppe von bdiebig gerichteten Lasten Qi, Q^i Q3 . . . 

Vermittels des Geschwindigkeitsplanes der Formanderung 2> laBt 
sich fiir jede gegebene Lastengruppe (Q) die Arbeit Aq bestimmen. 
Die Bedingung 

Aq = Ap = Pu? 

ergibt dann den Weg w, den der Angriffspunkt von P in der Richtung 
dieser Last bei der Formanderung q zuriicklegt. 

Hierher gehort auch der durch Gleichung 27) bezeichnete Fall : 

Die Einzellast 

P= dK, 

erzeugt eine Formanderung des Fachwerks p, bei der die Angriffs- 
punkte der Lasten Ki, K^, K^ . , . in den Richtungen dieser Lasten 
die Verschiebungen du^i, dtv^, 6tc^. . . erleiden. Die VerschiebungtTi, 
die der AngriflFspunkt von difj bei der von den'Lasten Ki^ K^, K^ - > - 
erzeugten Formanderung in der Richtung von Ki ausfuhrt, hat 
daher die Grofle 

V ^*^'i I V ^"'2 \v dW3 
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Zu den Anwendungen des Satzes von Betti gehort ferner die 
Bestimmung von Einflufilinien, wovon ein Beispiel bereits in Glei- 
chung 29) gegeben wurde. Als zweites Beispiel wahlen wir die 
folgende Aufgabe: 



Abb. 



Abb 




Abb 47. ^ 



Der in Abb. 45 dargestellte kontinuierliche Balken konstanten 
Querschnitts ruht auf den vier in einer Horizontalen liegenden Stutzen 
A, B, C, D. Es soil das Biegungsmoment Me, das von der wan- 
dernden Einzellast P in dem gegebenen Balkenquerschnitt E erzeugt 
wird, fur jede Lage der Last bestimmt und durch die Einflufllinie 
A*i B2 E2 C2 D2 (Abb. 46) graphisch dargestellt werden. Dieselbe 
Aufgabe ist auf einem anderen Wege in der Abhandlung IX, Ab- 
schnitt 12 geldst worden. 

Wir bezeichnen mit f den Elastizitatsmodul des Balkenmaterials, 
mit J das Tragheitsmoment des Balkenquerschnitts und mit d,v die 
Lange einer unendlich kleinen, dem Querschnitt E henachharten 
Balkenstrecke EF, Urn die Kraftegruppe (Q) zu bilden, lassen wir 
auf den Balkenquerschnitt E das Kraftepaar Qi, Q^ mit dem unend- 
lich groiJen positiven Moment 

dx 

und auf den Querschnitt F das Kraftepaar Q3, Q^ mit einem ebenso 
groBen negativen Moment einvvirken. Die bezeichneten vier Lasten Q 
erzeugen die Stutzendriicke Q5, Qg, Q7, Qg, die Biegungsmomente Mq 
und die in Abb. 46 durch die elastische Linie A^B^E^C^I)^ dar- 
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gestellte Formanderung. Bei dieser Formanderung leistet eine im 
Punkte (?8 (Abb. 47) angebrachte Last P die Arbeit 

A^ = — Pq. 

Diese Arbeit ist in dem vorliegenden Beispiel negativ, weil der 
Punkt G3 des Balkens um die Strecke 

sich helL 

Die Belastung der Seilkurve A^B^E^C^D^ hat auf der un- 
endlich kleinen Strecke EF die endliche GroBe 

P Qih dx sJdx ^ 

sJ dx eJ 

Daher hat die Seilkurve im Punkte E^ einen Knick, dessen GroBe 
durch die Horizontalkraft H und die Last R: 

H=R=1 

bestimmt wird. Auf jeder anderen Strecke dx, auf welcher das 

Biegungsmoment die GroBe Mq hat, ist die Belastung der Seilkurve 

M dx 
von der unendlich kleinen Grofle — — ^~ — (vergl. IX, i). Im vor- 

s U 

liegenden Beispiel sind alle diese Lasten negativ, d. h. sie zeigen 
nach oben. 

Man kann die Bestimmung der Ordinaten q vereinfachen, 

indem man, wie in Abb. 45 geschehen ist, das Seilpolygon AE^D 

der Last R und gesondert davon die Seilkurve ABiCiD der 

A£ dx 
positiven Lasten -|- — ^-y^ — bildet. Auf jeder Vertikalen schneiden 

diese beiden Seillinien die Ordinate g ab. Die Seilkurve ABiCiD 
ist die elastische Linie des unbelasteten und in den Punkten A, Bi, 
C,, D gestiitzten Balkens. Die Bildung dieser Linie wurde in der 
Abhandlung IX, Abschnitt 16 beschrieben; es erscheint unnotig, die 
Beschreibung hier zu wiederholen. 

Bei der Belastung des Balkens durch die Einzellast P im 
Punkte ffj (Abb. 47) nimmt der Balkenquerschnitt E^ ein negatives 
Biegungsmoment Me auf und dreht sich gegen seinen Nachbar- 
querschnitt P3 in negativem Sinne um den unendlich kleinen Winkel 

, Medx 



392 



(vergl. Vin, 2). Die beiden Kraftepaare (Qi, Qa) und (Qj. Q^) 
leisten daher bei der Formanderung p die negative Arbeit 

A,= Q,hdcf= ^~^^yj =M.. 

Die Bedingung 

A^ i^ii A.p 

des Satzes von Betti fordert demnach im vorliegenden Falle 

M,= - Pq. 

Legt man der Ordinate q das positive Vorzeichen bei, wenn sie in 
Abb. 46 unter der Abszissenachse A^Dq liegt, so wird fiir jede 
Lage der wandernden Last P das Biegungsmoment M^ cmch dem 
Vorzeichen nach durch das Produkt 

Me = Pq 
bestimmt, und da P unveranderlich ist, also graphisch dargestellt 
durch die Ordinaten q in den Abb. 45 und 46. 

Die Losung der vorstehenden Aufgabe andert sich nicht wesent- 
lich, wenn der Querschnitt des Balkens veranderlich ist. 

18. Das Bogenfachwerk mit Kampfergelenken. Die 
drei wichtigsten Formen des zusammengesetzten Fachwerks sind das 



Abb. 48. 



Abb. 49. 




Bogenfachwerk mit Kampfergelenken, das kontinuierliche Balken- 
fachwerk und das Bogenfachwerk ohne Kampfergelenke. Um die 
Anwendung der Gleichungen 19) auf diese drei Formen zu erlautem. 
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wahlen wir drei Beispiele, in denen die Anzahl der iiberzahligen 
Stabe 1, 2 und 3 ist. 

Das durch Abb. 48 im Mafistabe i : 300 dargestellte Bogen- 
fachwerk enthalt 18 Knoten und mit Einschlufl der vier Stutzstabe 
CA, DA, AB, EB 37 Stabe. Es enthalt demnach nur dnen iiber- 
zahligen Stab (1), dessen Stabkraft S* durch die erste der 
Gleichungen 19) bestimmt wird: 



, _ 2'%'ldt-\-:Sx'^r 



S'= — 



2'"'^ 



X' r 



(30) 



AIs vberzahliger Stab kann zwar nach Belieben irgend ein 
Stab.des Fachwerks bezeichnet werden; man gewinnt jedoch einen 
Rechnungsvorteil, wenn man den die beiden Kampfergelenke ver- 
bindenden Stiitzstab AB wahlt, weil dieser Stab zu den beiden 
Bogenhalften symmetrisch liegt. Infolgedessen sind fur je zwei 
symmetrisch liegende Stabe die Einfluflzahlen x' und bei symmetrischer 
Belastung auch die Stabkrafte (S von gleicher Grofle. 

Wir nehmen an, dafl die Stabquerschnitte F und also die 

Grofien r = — ^ gegeben sind. Ftir die vier Stutzstabe ist r = 

zu setzen, weil diese Stabe an den elastischen Formanderungen 
nicht teilnehmen. Die Rechnung zerfallt nun in folgende Abschnitte: 

I. Graphische BesUmmung der Einfiufizcthlen x'. Die Stab- 
krafte x'/S", die in den Staben des einfachen Fachwerks durch eine 
Stabkraft 8* gleich eins des iiber- 
zahligen Stabes AB hervorgerufen 
werden, sind durch den Krafte- 
plan Abb. 49 in dem Mafistabe 
1 cm = 0,3 bestimmt worden. Bei 
der Bildung desselben wurde zur • 
Ermafiigung der Zeichenfehler das J 
im Abschnitt 4 der Abhandlung II ^\ 
beschriebene Verfahren angewandt. 

Beispiel. Die in Abb. 50 mit 
10, 11, 12 bezeichneten Krafte x'io8\ 
x'uS\ x\^8' bilden mit 8' eine 
Gleichgewichtsgruppe. Wir ersetzen 
die Kraft 8' durch drei Krafte 
Pj, P2» ^8» dJ^ durch Schnittpunkte 
der Krafte 10, 11, 12 gehen: 

P.^P.^P,. 8', 



Abb. 50. 





0S' 
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Pi hat Grofle, Richtung und Sinn von S*: 

P, = S'= 1. 

Daher ist 

P, + P3 S' +f P,. 

Da im vorliegenden Beispiel der Arm des Kraftepaares (S' -H- Pj) 
doppelt so grofl ist als der des Paares (Pg 4= -fs). so ist 

P, = P, = 28' = 2. 
Aus der Gleichgewichtsgruppe 

k Pi 4: P, 4: P3 4: xSo^S^' + ^'u'^' + ^'^S' ' 
entstehen die beiden gleichwertigen Gruppen: 

deren gemeinschaftliche Resultante die Richtung des Stabes 11 hat. 
Hiernach konnte der Krafteplan dieser beiden Gruppen (Abb. 51) im 
MaBstabe 1 cm =: 0,6 gebildet werden. 

In der Abb. 49 sind die Krafte x'l^S", x\S', x'^S'..., die im 
MaBstabe 1 cm = 0,3 die Einfluflzahlen x\, x'.j, x's . . . bestimmen, 
mit 1, 2, 3 . . . bezeichnet. Die Strecken x'4, x'^, x^a, x'lg haben 
den gemeinschaftlichen Anfangspunkt 0, und ihre Endpunkte sind 
mit 4, 8, 12, 16 bezeichnet. Die negatiren Werte von x' werden 
durch kraftigere Linien gekennzeichnet. 




Abb. 52. 

2. Die Bestimmung dei' Stahhrdfte ©, welche von zwei sym- 
metrisch liegenden Einzellasten K hervorgerufen werden. Die Be- 
rechnung der Stabkraft S* des iiberzahligen Stabes (1) 

die von einer Last K irgend eines Knotens III erzeugt wird, ver- 
einfacht sich, wenn eine zweite Last K des zum Knoten III sym- 
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metrisch belegenen Knotens VII (Abb. 52) hinzugefiigt wird. Um 
die von dieser symmetrischen Belastung erzeugte Stabkraft 

8' = 2aK (31) 

zu ermitteln, brauchen die Stabkrafte (g nur fiir mne Balkenhalfte 
bestimmt zu werden. Der belastete Knoten III, dessen wagerechter 
Abstand vom linken Auflager mit a bezeichnet wird, trennt die 
Stabe der linken Balkenhalfte in zwei Gruppen. Die Stabkrafte 

^ = pK (32) 

der ersten Gruppe, zu der die Stabe 1 bis 10 gehoren, werden in 
dem Mafistabe 

1 cm = 1,5^ 

durch den Krafteplan Abb. 53 bestimmt; die mit den Zahlen 1, 2, 3 . . . 
bezeichneten Strecken ergeben also die Einflufizahlen fi in dem Mafi- 
stabe 1 cm =1 1,5. 

Beispiel. In Abb. 54 bilden die mit 6, 7, 8 bezeichneten 
Krafte p^K, fi^K, fi^K mit dem Auflagerdruck Z"eine Gleichgewichts- 
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Abb. 53. 
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gruppe. Die Kraft K wird ersetzt durch die gleichwertige Gruppe 
der zwei Krafte P^, Pg, deren GroBen 

P,=2K, P, = K 

aus ihrer Lage unmittelbar sich ergeben. Die Gleichge wichtsgruppe : 

P, tP2^licKdi^ti,K:^(i,K 

bestimmt die beiden gleichwertigen Gruppen: 

deren gemeinschaftliche Resultante mit dem Stabe 7 zusammen- 
fallt. Hieraus ergibt sich der Krafteplan der beiden Gruppen, 
welcher in Abb. 55 in dem oben angegebenen Mafistabe dar- 
gestellt ist. 

Die Stabkrafte © der zweitm Stabgruppe, zu der die Stabe 11 
bis 17 gehoren, werden in folgender Weise bestimmt: 
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Beispid. Die Stabkrafte © der Stabe 10, 11, 12 (Abb. 57) 
bilden eine Gleichgewichtsgruppe mit dem Kraftepaar, welches aus 
dem Auflagerdruck K und der Abb. 57. 

Last K des Knotens III besteht. 
Das positive Moment dieses Krafte- 
paars ist 



Ka = Kw, 
w 



(33) 





/ii-SAT 



Abb. 56. 

wenn mit to die Stiitzweite des Balkens bezeichnet wird. Wir be- 
stimmen nun die Stabkrafte yK, welche durch ein Kraftepaar von 
dem konstanten positiven Moment Kw hervorgerufen werden, und er- 
halten darauf fiir @ die Werte: 

^ = r-S.. (34) 

to ^ ' 

Wir legen die Vertikalkrafte 

Pj = Pg = 8 if, 

welche das Kraftepaar von dem positiven Moment Kto bilden, durch 
die Schnittpunkte der Stabe 11, 12 und 10, 11 und zerlegen die 
Gleichgewichtsgruppe : 

in die beiden gleichwertigen Gruppen: 

■H- n ^ -H- P2 ^ m J^ + n 2 Ji^ + Pi , 

deren gemeinschaftliche Resultante mit dem Stabe 11 zusammenfiillt. 
Die Krafteplane (Abb. 58 und 56) bestimmen die Krafte yK in dem 
Maflstabe 1 cm gleich 3 K, die Einfluflzahlen y also in dem MaB- 
stabe 1 cm gleich 3. 

Es ist zu bemerken, dafi der Stab 10 nach Belieben zur 
ersten oder zur zweiten Stabgruppe gezahlt werden kann, da die 
Gleichungen 32) und 34) fiir diesen Stab dieselbe Stabkraft © ergeben. 

Nachdem die Einfluflzahlen x', /J und y bestimmt worden sind, 

kann die Summe 2'x' (£r gebildet werden; sie zerfallt in zwei Teile, 

10 

die durch die Summenzeichen 2n und 2^ bezeichnet werden. Der 
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erste Teil bezieht sich auf die Stabe der ersten Gruppe, im vor- 
stehenden Beispiel also auf die Stabe 1 bis 10 und auf die sym- 
metrisch liegenden Stabe der rechten Balkenhalfte : 

Der zweite Teil bezieht sich auf die Stabe 11 bis 17 der zweitenStab- 
gruppe und auf die entsprechenden Stabe der rechten Balkenhalfte : 

to to 

22~'x* ^~rJ^r = 2 ^- K 2''x*rr. 
^ to w « 



Demnach ist fiir die in Abb. $2 angegebene Belastung: 

2x^Zr = 2K\2lx^^r^^2lx^rr), 



(35) 



3. Die Berechnung der Einflufisdhlen a, Wenn, wie wir zu- 
nachst annehmen, die Stabtemperaturen des spannungslosen Zu- 
standes sich nicht andern, die Summe 2x*ldt also gleich null ist, 
so ist nach den Gleichungen 30), 31) und 35) fiir die aus den zwei 
Lasten K bestehende symmetrische Belastung: 



S' = 2aK=— -^^'^^ 



2^(-^?x'/?r + ^-^JxVr) 



^x'^r — 2x''r 

Demnach ist a «'. 

a = -""- (36) 

2^2x'V 



Fiir das vorliegende Beispiel sind die Werte der Einfluflzahl a fiir 

12 3 4 

die Abszissen a gleich -tt- m;, -^w, -j- w, -^- to in der umstehenden 

O O O o 

Tabelle berechnet worden. 

Die Spalten 3, 4 und 5 enthalten die gegebenen Stablangen l^ 
die gegebenen Stabquerschnitte F und das lO'-fache der Grofien 

/ 

wobei der Elastizitatsmodul 

« = 2 • 10« kg/qcm 
angenommen wurde. Die Spalten 6, 7, 8 geben die 10-fachen 
Werte der aus den Krafteplanen Abb. 49, 53, 56 entnommenen un- 
benannten Zahlen x\ /?, ;'. Hieraus wurden die in den Spalten 9, 10 

und 12 verzeichneten 10^-fachen Werte von x''r, x*/Jr und x'yr be- 
to 

rechnet. Durch Summierung ergaben»sich die GroBen IO^S^x'^t in 
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Tabeile, enthaltend die Berechnung der EinfluBzahlen a. 
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SpalteO. ferner 10'JS'"x'/5?rsowielO'^Jx7rindenSpalten 11 und 1?k 

Die in Spalte 14 enthaltenen Werte der Einfluflzahl a wurden nach 
Gleichung 36) berechnet. Beispielsweise ist flir 



a = - -w: 2^x'/Jr = 



5«v'/?r — - 



365 
107' 



te 



a ' 



1879 
10' 
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und da aus Spalte 9 ftir das ganze Fachwerk 

V la 2 on 

* 10' 

sich ergibt, so ist 

365 + 1- 1879 

«= — ri5X— =^''^- 

4. Die Bestimmung der Grenzwerte der Stabkrdfte. Die verander- 
lichen lotrechten Lasten JE^i, JTj, K^ . , , werden von den Knoten I, 
II, III . . . der oberen Gurtung des Fachwerks aufgenommen. Werden 
mit aif ff2f «8 • • • ^^^ ^^ ^^^ Tabelle berechneten Einfluflzahlen dieser 
Lasten fur die Stabkraft S' des iiberzahligen Stabes (1) bezeichnet, 
so hat bei einer gegebenen zusammengesetzten Belastung Ki, K^, K^- > . 
die Stabkraft 8' die GroBe 

Wir bezeichnen femer wie bisher fiir irgend einen Stab des durch 
Beseitigung des iiberzahligen Stabes entstehenden einfachen Fach- 
werks mit Xj, X2, xj . . . die Einfluflzahlen der Lasten Ki, -Kj, .2^8 . . ., 
so dafi die Stabkraft @ bestimmt wird durch die Gleichung 

@ = xi Zi + xg ^2 + x, JSTj + . . . 
Die Stabkraft /S dieses Stabes im zusammengesetzten Fachwerk hat 
also nach Gleichung 18) die GroBe: 

Oder 

6^=iri(xi+x'a0 + ir2(x2 + x'«2) + Jf3(x3 + x'a3)+..- (3'^) 
Die Zahlenwerte x', aj, aj, aj . . . sind aus der Tabelle zu ent- 
nehmen. Um jede Stabkraft S als Funktion aller Lasten K dar- 
zustellen, bedarf es also nur noch der Bestimmung von Xj, x^, Xj . . . 
Diese Einfluflzahlen konnen durch Krafteplane dargestellt werden, 
wie im Abschnitt 8 beschrieben worden ist. Zieht man die Bechnung 
vor, so konnen hierbei die bereits bekannten Zahlen fi und y benutzt 
werden, wie an einem Beispiel gezeigt werden soil. 

Beispiel, Einflufi zahlen der Stabkraft des Stabes 15. Der Schnitt ss 
durch die Stabe 14, 15 und 16 (Abb. 59) trennt die zu belastenden 
Knoten in zwei Gruppen (I, II, III, IV) und (V, VI, VII. VIII, IX), fur 
die der Wert x verschiedene Formen annimmt. Wir belasten zu- 
nachst einen Knoten der ersten Gruppe, z. B. den Knoten III, und 

Tugen zu den beiden Kraften P und — ^^^ P, welche auf den Fach- 

w 
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werksteil links voni Schnitt^^ einwirken, noch die Gleichgewichts- 
gruppe Pj, P3 hinzu, wodurch die zu bestimmende Stabkraft ©15 




nicht geandert wird. Die beiden lotrechten Krafte P^ P^ sind der 
Grofle nach gleich P und dem Sinne nach einander entgegengesetzt. 
Das Kraftepaar P, Pj erzeugt in dem Stabe 15 die Stabkraft 

* ri>^P= |-i.6P= + o,4P. 

Ferner haben die beiden zusammenfallenden Krafte Po und P 



w 



a 



eine nach unten zeigende Resultante — P und rufen also im Stabe 15 



die Stabkraft 



w 



- A^^gP=_ 2 2.4P= — 0,6P 
to 8 



hervor. Demnach ist fiir jede links vom Schnitt liegende Last K 






(38) 



Im vorliegenden Beispiel ist fiir den Stab 15: 



X8 = -^ (— 2,4 + 1.6) = — 0,2. 

Ebenso ergibt sich fiir diesen Stab 

xi = 0, X2 = — 0,1, X4 = — 0,3. 

Wir belasten ferner einen Knoten der zioeiten Gruppe, z. B. den 
Knoten VL In diesem Falle wirkt auf den Fachwerksteil links vom 
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Schnitt eine einzige Kraft: die nach oben zeigende Stiitzkraft der 
Stiitze A von der Grofle 

^^ — « p_ A P 

to ^~ 8 ^' 

welche im Stabe 15 die Stabkraft 

@ = -^^i?P=|-2,4P = +0,9P 

erzeugt. Demnach ist fiir jede rechts vom Schnitt liegende Last 
die Einflufizahl 

3c = fi (39) 

und fur den Stab 15: 

5^5 = +1.2, 3^i; = + 0,9, X7 = + 0,6. Xg = 0,3, X9 = 0. 

Wir entnehmen ferner aus der Tabelle: 

cci=aQ = i\ a^==aQ = 0.42, a3=a7=0,72, cc^ = ae=^OMf 

a5 = l,()6 
und erhalten durch Einsetzen dieser Zahlenwerte in die Gleichung 37) 
fiir das vorliegende Beispiel: 

S,^ = — 0,-i7 K, - 0.49 A', ~ 0,68 K^ + 0,78 Xg + 0,52 K^ 

+ 0.31^7+0,13^8. 
Betragt fiir jeden der sieben Knoten die standige Last 3 t und die 
grofite bewegliche Last 9 t, so ist nach der vorstehenden Gleichung 
fiir den Stab 15: 

5,„i„ = C— ^'27 — 0.49 — 0,68 + 0,78 + 0,52 + 0.31 + 0,13) 3 t 
+ (— 0.27 — 0.49 — 0,68) 9 t = — 12,1 1 
und 

.S;„„^ = (— 0.27 — 0.49 — 0,G8 + 0,78 + 0,52 + 0,31 + 0,13) 3 t 
+ (0,78 + 0.52 + 0.31 + 0, 13) 9 t nn + 1(),6 1. 

Im ersten Falle sind die Knoten II, III, IV, im zweiten die 
Knoten V, VI, VII, VIII belastet. 

Wenn eine solche Rechnung fiir alle Stabe des Fachwerks 
auszufiihren ist, so gibt man ihr zweckmafiig die tabellarische Form. 

Will man zur Bestimmung der Grenzwerte EinftujSlinien an- 
wenden, so bildet man zweckmafiig zwei Polygone fur jeden Stab: 
das erste mit den Ordinaten Xi, x^, X3 . . ., das zweile mit den Ordi- 
naten x'ai, x'ao, x'a^ . . ., und zwar so, dafl auf jeder Ordinate von 
den beiden Poly^onen die algebraische Summe (x + x' a) ab- 
geschnitten wird. Die Ausfiihrung dieses Verfahrens bedarf keiner 
weiteren Beschreibung. 

Mohr: Abhaiull. a. d. Gebiete d. technii»c-hen Mochniiik. ^O 
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5- Berechntmg der Wirkungen von Temperaturdnderungen der 
Stabe. Gewohnlich wird das Fachwerk bei einer mittleren Tempe- 
ratur aufgestellt, so daB die grofiten Temperaturanderungen + 40 und 
— 40® C. erreichen konnen. 

Wir bestimmen fur das vorliegende Beispiel die Wirkung einer 
gleichmafiigen Temperaturerfcofewn^ 

^ = + 40O C 

unter der Voraussetzung, dafl die vier Stiitzstabe ihre Lange nicht 
andern. 

Infolge dieser Aenderung entsteht nach Gleichung 30) im iiber- 
zahligen Stab (1) die Stabkraft 

Da der uberzahlige Stab seine Lange nicht andert, so erstrecken 
sich die beiden Summen nur auf die Stabe des einfachen Balken- 
fachwerks, und es ist daher zu setzen: 

S' = --^ (40) 

2x' r 

Nach Gleichung 15) ist 

Sx'l = — V = — 2400 cm. 
Femer entnehmen wir aus der Tabelle: 

Sx* r = -|- llo4 



10' kg 
Der Ausdehnungskoeffizient des Schmiedeisens ist 



Daher ist 



80000 



6t = ..-^ = 



80000 2000 
und 

Die Stabkrafte des Fachwerks andern sich infolge dieser 
Temperatureinwirkung urn 

x'S' = 10 400 x' kg, 
die Stabkraft des Stabes 15 z. 6. um 

— 0,4 • 10 400 = — 4160 kg. 
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6. Wiriung von Aenderungen det* StiiUenlage. Da in den drei 
Stiitzstaben CA, DA, EB (Abb. 48) des einfachen Balkenfachwerks 
durch eine Stabkraft S" des iiberzahligen Stabes (1) keine Span- 
nungen hervorgerufen werden, so haben Langenanderungen jener 
drei Stabe keinen EinfluB auf die Stabkrafte der iibrigen Stabe. Es 
kommen hier also nur die Langenanderungen des Iiberzahligen 
Stabes (1) in Betracht, die durch Bewegungen der Widerlager des 
Bogenfachwerks herbeigefuhrt werden konnen. Fiir das vorliegende 
Beispiel sollen die Stabkrafte berechnet werden, die durch eine 
Verldngerung des Stabes (jf) um 1 cm erzeugt werden. Man kann 
sich vorstellen, daC diese Langenanderung herbeigefuhrt wird von 
einer Temperaturerhohung des iiberzahligen Stabes (1), durch welche 
seine Lange V um 

JV = Vdt = -{-lcm 

sich vergrofiert, wahrend die Temperatur der iibrigen Stabe un- 
verandert bleibt. Da fiir den Stab (1) 

x' = -f 1 
ist, so folgt 

:?'x'W^ = + l cm 

und nach Gleichung 30): 

In den iibrigen Staben andert sich die Stabkrafl infolgedessen um 

5' = x'/S" = — 8700x'kg, 
im Stabe 15 z. B. um 

+ 0,4 -8700 = + 3480 kg. 

19. Das kontinuierliche Balkenfachwerk. Das in Abb. 60 
im MaBstabe i : 200 dargestellte Fachwerk hat 13 Knoten und, mit 
Einschlufl der 5 Stutzstabe, 28 Stabe, folglich 2 iiberzahlige Stabe, 
als welche die beiden Stiitzstabe (1) und (2) gewahlt werden konnen. 
Die Knoten I, II, III . . . der unteren Gurtung nehmen die Lasten auf. 

Werden die beiden iiberzahligen Stabe beseitigt, so entsteht 
ein einfaches Balkenfachwerk, dessen Stabkrafte @ bestimmt werden 
durch die Gleichung: 

@ = xaifa + X3^8 + »i^A + 5^5 Jfs + *6 ^6, (41) 

wenn wie bisher mit x^, xj . . . die Einflufizahlen der von den 
Knoten II, III . . . aufzunehmenden Lasten E^, JSTj . .* . fiir die Stab- 
krafle des einfachen Fachwerks bezeichnet werden. Es ist zu 

26* 
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beachten, daB fiir die beiden starren Stiitzstabe (1), (2) r gleich null 
ist, und daB die EinfluBzahlen x', x" der Stabkrafte dieser beiden 
Stabe mit den EinfluBzahlen der Lasten J^s, K^ ubereinstimmen: 

X =^ X3, X ^ X5, 



? 



>../' 



^^ ^\ fS 




Abb. 61. 



Abb. 63. 



Abb. 60. 



Abb. 62. 








Die Gleichungen 19) nehmen daher in diesem Beispiele die 
folgende Form an: 

rx^Mt + S'2:x^x^r + S"Sy^^r + K^^2x,x^r+K^Sx^x^r + K^Sx^x^r+.,. ] ^^-> 

Die Summenwerte in diesen Gleichungen lassen sich in verhaltnis- 
maBig einfacher Weise auf graphischem Wege bestimmen, mit Aus- 
nahme der beiden Summen ^S'x^ldt und 2'x^ldt, die in der Regel 
bequemer zu berechnen sind. Wir benutzen daher dieses Beispiel, 
um das graphische Verfahren zu erlautern. 

Wir bezeichnen mit H2, W3, W4, t/g. Wg die elastischen Senkungen 
der Knoten II, III, IV, V, VI, welclie erfolgen, wenn das in den 
Knoten I und VII unterstiitzte einfache Balkenfachwerk im Knoten III mit 

Ks — lkg Oder .V = 1 kg 

belastet wird; cbenso mit v-jy Vg, 1^4, t'5, I'c die Senkungen dieser Knoten 
bei einer Belastung 

K^ = 1 kg Oder S" = 1 kg. 

Der Symmetric wegen ist 



t\j = f/f,, ^'3 = '^5. ^'4 = ^h^ «V> = ^^3. ^\\ = ^^2 ; 
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daher braucht nur eine der beiden Biegungslinien gebildet zu werden. 

Wir wahlen die Biegungslinie flir die Belastung K^ gleich 1 kg. Bei 

dieser Belastung erhalten die Stabkrafte des einfachen Fachvverks 

die Groflen: 

(2 = 1 kg . X3 = 1 kg . x', 

also die Langenanderungen der Stabe: 

Jl == X3r • 1 kg z= x'r • 1 kg. 

Nach Gleichung 8) sind folglich die Senkungen der Knoten II, III, IV ... : 

t/.^ =:: 1 kg . ^x'xor =: 1 kg • JSx-^iC^r 

tig = 1 kg . 2x'x^r = 1 kg . 2x,n^r 

Ui = lkg • :Sx'x^r — lkg ' ^x^x^r \ (43) 

t'.'i =^ I kg ■ 2x'x^r = 1 kg . ^x^x^r 

V6 = ^^S- ^x'x^r = 1 kg . .3x3X0?'. 

Die Gleichungen 42) erhalten, wenn man von der Wirkung von 
Temperaturanderungen absieht, hierdurch die Form: 

Die Stabkrafte S', S'* der beiden uberzahligen Stabe ergeben sich 

hieraus als Funktionen der Lasten K. Im Abschnitt 17 ist gezeigt 

worden, wie die Gleichungen 44) auch aus dem Satze von Betti 

abgeleitet werden konnen. 

Urn die Senkungen Wg, Wg, u^ . . . vermittels eines Seilpolygons 

(Abb. 61) zu bestimmen, sind in der umstehenden Tabelle nach An- 

leitung des Abschnittes 13 die Belastungen B^, B^, B^ . . , dieses 

Seilpolygons berechnet worden. Die ersten Spalten der Tabelle ent- 

halten die gegehenen Groflen der Stablangen Z, der Stabquerschnitte F 

und die Werte 

_ / 

^~ ^F ' 

Der Elastizitatsmodul e wurde mit 2 • 10^ kg/qcm in Rechnung ge- 

2 

stellt. Der Krafteplan Abb. 63 bestimmt im Maflstabe 1 cm = - 

o 

die in Spalte S verzeichneten EinfluBzahlen 

d. h. die Stabkrafte, welche entstehen, wenn der Knoten III mit der 
Zahl -|- 1 belastet wird. Die Langenanderungen der Stabe 

Jl = xW' 1 kg 

sind in Spalte 6 angegeben. Ferner sind die in den Spalten 7, 8, 9 
wiederholt vorkommenden Werte von fe, /ij, h^ in Abb. 60 ein- 
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15 ,200 
K; 320 

17 200 25 

18 320' 80 

19 2a) 

20 1 320 

I, 

21 200 1 25 

22 ,320, 80 

23 200' 25 



25 
80 



4 + 56' 

2 i + 311 

4 — oQ 

2 , - 267 

4 '+ 5G 

2 1 + 222 

4 \— 56 

2 —178 

4 ■+ 56 

2 + 133 : 

— .>b 

!— 89- 

'+ 56 

1+ 44 

i— 56 



4 
2 
4 
2 
4 



-44 

+ 18 
+ 44 

— 36 

— 44 
+ 53 
+ 44 

— 71 

+ 22 

+ 62 
*h) 

— 53 
+ 22 
+ 44 

— 22 

— 36 
+ 22 
+ 27 
-22 

— 18 

+ 9 



— 192. + 23 

J + 240J+ 7 

' + 192 + 23 

— 120 '+30' 

'+ 192!— 192 —23 

1 + 240+240+22 

1-192 +192—23 



-120 



+ 192 — 192i 

+ 240|+240l 

1—192 1 +192 



+ 23 
+ 22 
+ 23 
+ 59 
+ 12 
+ 26 
+ 12 



120 



— 120 



— 1 20 



+ 192 
+ 240 
I - 192 

+ 192 
: + 240 

— 192 

+ 192 
+ 240 

— 192 



— 192^ 
-f 240' 
+ 192 

— 192 
+ 24o| 

+ 192 



— 12 

+ 26 

-12 

1 + 44 

1+12 

I 
j+18 

j+12 



— 12 

+ 18; 
— 12' 

+ 30, 

+ 12—12 



I 



+ 11 
+ 12 



+ 11 

— 12 

; + 15 

1 + 12 

+ 4 

+ 12 



Summen |+59 +177! + 88| + 59 



+ 30 



getragen worden. Aus den Werten von Jl, ft, hi, h^ ergeben sich 
die in den Spalten 10 — 14 verzeichneten, durch die Langenanderungen 
der einzelnen Stabe hervorgerufenen Lasten B des Seilpolygons. 
Die Summierung bestimmt die durch imhenannte Zahlen dar- 
gestellten Belastungen in 10~^ als Einheit: 

i^, = + 59, 53=+177, J9^ = + 88, 55 = + o9, B^=-\-m. 

Aus diesen Lasten ist der Krafteplan, Abb. 62, in dem Mafi- 

2 

stabe 1 cm = - ^ und das Seilpolygon, Abb. 61, gebildet worden. 
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Da der Mafistab der Abszissen in Abb. 6i 1 : 200 ist, und da fur 

die Horizontalkraft H des Seilpolygons die Grofle der unbenannten 

Zahl 

320 



H= 



10» 



gewahlt wurde, so ist der Mafistab der Ordinaten des Seilpolygons, 
d. h. der Senkungen u, welche durch die Belastung des Knotens ED 
mit 1 kg herbeigefiihrt werden: 

1 orw^ 320 64 cm 

lcni = 200cm^^=-j^. 

Mit diesem Mafistabe gemessen ist 

76 cm 132 cm 132 cm 104 cm 



^2 tf\e, » ^ i?A« f **4 TKg » ^6 



10® ' — 10* ' 10* ' 10* ' 

57 cm 

Nach den Gleichungen 44) ist also 

= 132^' + 104/S'' + 76ifa + 132Z3 + 132^4+104JS:5 + 57ii 

= 104 5" 4" 132 /S" +57 K^ + 104 Z3 + 132 K^^ + 132Z5 + 76ie« 
oder 

6^' = — 0,62 K^ — -£3 — 0,56 -£4 + 0.06 -Ke 

.V" =z + 0,06 K^ — 0,56 K^ — Kr, — 0,62 K^. 

Nachdem fur einen gegebenen Belastungsfall die Stabkrafte 8*, S" 
der beiden uberzahligen Stabe nach den vorstehenden Gleichungen 
bestimmt worden sind, ergeben sich zunachst die Stabkrafte der 
beiden Stutzstabe 24, 25 und darauf die Stabkrafte aller ubrigen 
Stabe in bekannter Weise durch Momentengleichungen. 

WirJcung einef Aendei^ung der Stiitzenlage. Wir wahlen ab 
Beispiel den Fall, in welchem die Lange des Stutzstabes (1) um 

1 cm sich verkiirzt, wahrend alle anderen Stabe ihre Lange bei- 
behalten. In die Gleichungen 19) ist dann einzusetzen: 

yx'l6t = —\ cm, :?"x"Zdf = 







-Tx'V — :^x''^r = 


-2xir — - 


Ms 

I kg 


102 cm 
10«kg 






« 


"5 

1kg 


104 cm 
10* kg 


• 


und 


wenn 


das Fachwerk unbelastet ist: 


• 








^x'@r 


— :?x"@r 


= 0. 
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Die Gleichungen 19) oder 42) fordern also: 

woraus folgt: 

S'' = + 20 000 kg, .V" = — 15 700 kg. 
Beispielsweise ist fiir den Stab 5 nach der Tabelle: 

3f'6 = — 1.11 

und der Symmetrie wegen: 

^5 = x'i9 = — 0,56. 

Die oben bezeichnete Aenderung der Stiitzenlage erzeugt also in 
dem Stabe f) eine Stabkraft von der Grofle 

^6 = ^'5^' + <^'" = — 1.11 • 20000 + 0,56 • 15 700 = — 13400 kg, 

und da sein Querschnitt 

l\ = 25 qcm 

ist, so betragt seine Spannung 

13 400 ._, . 

- - 25 ^ "" ^S/q^"^- 

20. Das Bogenfachwerk ohne Kampfergelenke. Das 
in Abb. 64 im MaBstabe i : 200 dargestellte Bogenfachwerk enthalt 
II Knoten und 17 durch die Nummern 1 bis 17 bezeichnete Stabe. 
Die 4 Knoten J), E, J, K werden von festen Auflagern gestiitzt, 
die scheinbar am einfachsten durch 8 Stiitzstabe ersetzt werden 
konnen. Es entstehen jedoch erhebliche Rechnungsvorteile, wenn 
anstatt der 8 Stiitzstabe die in Abb. 64 durch gestrichelte Linien 
dargestellten und mit den Nummern 18 bis 30 und (1), (2), (3) 
bezeichneten starren Stiitzstabe eingefiihrt werden. Die 13 Stabe 
18 bis 27 und (1), (2), (3) verbinden die Knoten D, E. J, K starr 
miteinander, wahrend die 3 Stabe 28, 29 und 30 das Fachwerk in 
seiner Ebene festlegen. Durch die Einfiihrung der 16 Stiitzstabe 
wird die Anzahl der Knoten von 1 1 auf 15 erhoht. Die Anzahl 
der iiberzahligen Stabe wird dagegen nicht geandert; sie betragt: 

17 + 8 — 2 . 11 =: 17 + IG — 2 . 15 = 3. 

Als ilherzdhlig bezeichnen wir die beiden wagerechten Stabe 
(1), (3) und den mit der lotrechten Symmetrieachse des Fachwerks 
zusammenfallenden Stab (2). Man kann, wie sich im folgenden 
ergibt, den Abstand a zwischen den beiden Staben (1) und (3) so 
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wahlen, dafi jede der drei Summen 2x^x**)\ 2x^x*"rt 2Sx"x'^'7' gleich 
null wird. Infolgedessen enthalten die drei Gieichungen 19) nur je 
eine Unbekannte und ergeben ohne weiteres: 



„_ -^x'(Sr + 2^'x'id^ 



JSx* r 



^x"^r_+ 2'' x"ldt 



V*,!/ 



2 



^x" r 



^,,, _ _ 2x'" (Zr-{- ^'" x"'ldt ^ 



^x"'\ 



(45) 



£s ist zu beachten, dafi fiir die drei iiberzahligen Stabe die Grofie r 
gleich null ist; die Summen 2x^r erstrecken sich daher ebenso wie 
die Summen -3x©r nur auf die Stabe 1 bis 17. 



Abb. 64. 




Abb. 65. 



Abb. 66. 
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Die Berechnung der Summenwerte der Gleichungen 45) zer- 
fallt in folgende Abschnitte. 

Die Bestimmung der Einflufisahlen x'. Wenn aus jedem der 
drei iiberzahligen Stabe (1), (2), (3) ein Stiick herausgeschnitten wird, 
so entsteht ein einfaches, durch die Stabe 28, 29, 30 gestutztes 
Balkenfachwerk. In den Staben dieses einfachen Fachwerks ent- 
stehen die Stabkrafte x', wenn das aus dem Stabe (1) heraus- 
geschnittene Stiick durch die beiden Stabkrafte 

S' = (^S') = + 1 

ersetzt wird. Durch Zerlegen des Fachwerks vermittels eines Schnittes 
lassen sich die folgenden Gleichgewichtsgruppen bilden, die auf den 
Fachwerksteil rechts vom Schnitt einwirken: 

- ^' + x\ + x', ij: x'j 

-S' :\:x', 4:x'4 4:x'5 

OSIS^ d^.x', 4:x'c + ^^'7 

S' :^x'^ 4: x's -1: x'o . 

Die Abb. 65 enthalt die Kraftepolygone dieser Gleichgewichtsgruppen 
im MaBstabe 1 cm = 0,5; die Krafte x'l, x'2, x'3 . . . sind mit 1, 2, 
3 . . . bezeichnet. Fiir je zwei symmetrisch belegene Stabe sind die 
Werte der Einflufizahlen x' nach Grofie und Vorzeichen einander 
gleich; daher ist: 

Die Bestimmung der Einflufizahlen x". Die Stabkrafte x" ent- 
stehen im einfachen Fachwerk, wenn das aus dem iiberzahligen 
Stabe (2) herausgeschnittene Stiick durch die beiden Stabkrafte 

ersetzt wird. Durch Zerlegung des Fachwerks vermittels eines 
Schnittes lassen sich die folgenden, auf den Fachwerksteil rechts 
vom Schnitt einwirkenden Gleichgewichtsgruppen bilden: 

O—.S" d\pxS :^xS 4:x? 
O^-.S" 4:xf :^xS :\:xl' 
ZS" + xS d^ xi d^ xS 
O'-^S" :^xS 4: xS +xl'. 

Die Abb. 66 enthalt die Kraftepolygone dieser Gleichgewichtsgruppen 
ebenfalls in dem MaBstabe 1 cm = 0,5; die Krafte x", x", xjt . . . 
sind mit 1, 2, 3 . . . bezeichnet. Fiir je zwei symmetrisch belegene 
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Stabe sind die Werte x" der Grofle nach gleich, dem Vorzeichen 
nach einander entgegengesetzt; daher ist 

XiO = Xg, Xli:= — X7, Xi2 = Xg USf., 

und folglich ist die Summe: 

2x'x"r = 0. (46) 

Die Bestimmung der Einflufizahlen x'". Die Stabkrafe x'" 
entstehen, wenn das aus dem iiberzahligen Stabe (3) herausgeschnittene 
Stiick durch die beiden Stabkrafte 

ersetzt wird. In den auf den Fachwerksteil rechts vom Schnitt 
cinwirkenden Gleichgewichtsgruppen : 

0" S"' 4:x;" t xj" 4:x;" 
-S'" :^x\" txi'' t xi;* 
S'" if: x:'' + xi" + xj" 
" 5"'' t xi" 4: xij* + x[" 

lafit sich die Kraft aS"" ersetzen durch die Kraft 

^'' = + 1 

und das Kraftepaar (aS"" -h- A"')' lessen Moment die noch unbekannte 
negative GroBe 

— aS''* = — a Zentimeter 

hat. Wir bezeichnen mit x© die Stabkrafte, welche entstehen, wenn 
das eben bezeichnete unbekannte Kraftepaar ersetzt wird durch ein 
Kraftepaar von dem gcgebeneyi 'positiven Moment -f- 1 cm. Dem- 
nach ist fiir jeden Stab 

.;e"' = x*— ."''" • (47) 

1 cm 

Die Stabkrafte xq sind im Krafteplan Abb. 67 im MaBstabe 1 cm = 0,002 
dargestellt. Fur die Bildung dieses Krafteplans wurde der Wert 
von X0 fiir den Stab 9 durch Rechnung bestimmt. Da der Abstand 
des Knotens III vom Stabe 9 gleich 241 cm ist, so folgt aus der 
Momentengleichung 

= 241 cm Xog + 1 cm 

^00 = - 241 = — (>.00415. 

Im iibrigen bedarf der Krafteplan, in dem die Stabkrafte Xo fiir die 
Stabe 1, 2, 3 . • . wieder mit 1, 2, 3 . . . bezeichnet sind, keiner Er- 
lauterung. Fiir je zwei symmetrisch belegene Stabe sind die Werte 
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von Xo und folglich audi die Werte von x*** nach Grofie und Vor- 
zeichen einander gleich; daher ist die Summe 

2x"x"'r = 0. (48) 

Die Bestimmung des Abstandes a zwischen den beiden waye- 
rechien Stdbeu (1) und (3). Zufolge Gleichung 47) ist 

^x'x"V = 2^x''r — ,— --5'xoxV. (49) 

1 cm ^ ' 

Damit auch diese Summe gleich null werde, ist 

a ^x'^r 

1 cm Ixqx'v 
zu wahlen. 

Die Summenwerte JSx^r. Die Belastungen der Fahrbahn werden 

durch Zwischentrager auf die Knoten I, II, III, IV, V ubertragen. 

Da die Knoten I und V mit festen Stiitzen zusammenfallen, so er- 

zeugen ihre Lasten keine Stabkrafte. Es sind daher im folgenden 

nur die Stabkrafte X2, x.j, x^ zu ermitteln, die in dem nach Be- 

seitigung der iiberzahligen Stabe (1), (2), (H) entstehenden einfachen 

Fachwerk hervorgerufen werden, wenn nacheinander die Knoten II, 

III, IV mit einer lotrechten Kraft von der Grofle -|- 1 belastet werden. 

Wenn diese Einflufizahlen bekannt sind, so ergibt sich die Stab- 

kraft S bei einer Belastung K2, K^, K^ der Knoten II, III, IV aus 

der Gleichung 

e=x,K, + x,K, + x^K\. (51) 

Durch Einsetzen dieses Wertes nehmen die Gleichungen 40) die 
Form an: 

S' = — ^2^^'^2r-i- K,::^x'x^r + K,^x'x,r + :^'x*ldt 



2'x' ^ ;• 



,,_ K,2x"x2r'^Ks^x"x.,r-^K^^x"Xir-\-y' x"ldt 



S" = — 



2V'S- 



S 



,„_ K^:Sx'"x.j}'-{- K^^x'"x-,r^ K^JSx'^'x^r + 2'"x"'ldt 



2;V"S- 



^ (52) 



Schliefilich sind die Gleichungen 51) und 52) mit den Gleichungen 18): 

^=i® + x'5"+x''^" + x'"/S"" (53) 

zu verbinden, um jede Stabkraft S als Funktion der Lasten K und 
der Temperaturanderungen t darzustellen. 

Die Einflufizahlen x^, X:,, x^ konnen durch Krafteplane bestimmt 
werden (vergl. Abschnitt 8). Anstatt dessen konnen diese Zahlen 



413 

auch aus den bereits bekannten Einflufizahlen xq und x" durch 
Rechnung ermittelt werden, wie im folgenden beschrieben 
werden soil. 

Die Einflufizahlen xo- Wenn das einfache, von den Staben 28, 
29, 30 gestiitzte Fachwerk nur in dem Knoten II mit der lotrechten 
Last K^ gleich eins belastet ist, so entstehen die Stabkrafte X2. Fur 
die 13 Stabe 5 bis 17 hat x^ die Grofie null, weil der rechts vom 
Knoten II liegende Fachwerksteil weder Lasten, rioch Stiitzkrafte 
aufnimmt. Bei der Bestimmung der Stabkrafte xj in den 4 Staben 1 
bis 4 kann die Last K2 ersetzt Werden durch die Kraft 8'* gleich 
eins in Verbindung mit einem Kraftepaar von dem negativen 
Moment 

— 6 = -— 487 cm. 

weil der Abstand zwischen den beiden lotrechten Kraften K^ und 8** 

J) =z 487 cm 

betragt. Die Last 8" gleich eins erzeugt Stabkrafte von der 
Grofie x", wahrend das Kraftepaar Stabkrafte von der GroBe 

hervorruft. Demnach ist fiir jeden der 4 Stabe 1 bis 4: 

Xi = x" — . - xo = x" — 487 xo. (54) 

1 cm ^ 

Die in den Gleichungen 52) vorkommenden Summen welche den 
Faktor Xg enthalten, haben folglich die Grofien: 

l^x'xoV = 2^ix'x"r — 4b7 -5Jx*Xq7* | 

2V'x2r =2lx"2r — 487-^x"xor | (55) 

Das Zcichen 2^} deutet an, dafi sich die Summierung nur aut die 
Stabe 1 bis 4 erstreckt. 

Die Einflufizahlen X3. Wenn das Fachwerk nur die Last K^ 
gleich eins im Knoten III und die Stiitzkrafte der Stabe 28, 29 und 30 
aufnimmt, so entstehen in den 9 Staben 9 bis 17 keine Stabkrafte; 
fiir diese 9 Stabe ist also X3 gleich null. Dagegen haben die Stab- 
krafte in den 8 Staben 1 bis 8 die GroBcn 

xs = x", (5G) 



2x"x^r =2U" r (57) 
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well die Last K^ gleich eins mit der ebenso groBen Kraft 5" 
zusammenfallt. Die Summen in den Gleichungen 52), welche die 
Werte xj enthalten, haben demnach die Grofien: 

iix' 
x'-xgr = ^ix"x""r. 

Die Einfluftzahlen X4. Bei einer Belastung des Knotens IV mit 
der Last K^ gleich eins entstehen in den 4 Staben 14 bis 17 keine 
Stabkrafte; daher ist fiir diese Stabe x^ gleich null. Bei der Be- 
stimmung der Stabkrafte x^ fur die iibrigen 13 Stabe 1 bis 13 kann 
die Last K^ ersetzt werden durch eine ebenso grofle Last /S" in 
Verbindung mit einem Kraftepaar von dem positiven Moment 

+ 6 = 4- 487 cm. 

Fiir die Stabe 1 bis 13 ist also 

x* = x" + Y^ *o = 3c" + 487 xo, (58) 

und in die Gleichungen 52) ist demnach einzusetzen: 

:Jx'x4r =:s}VxV +487:5}Vxor 1 

2'x''x4r =.jrx''V +487-JlVxor [ (59) 

2x'*'x,r = -J}\"x'"r + 487 J^l^'^xor. ) 

Bei der Bildung dieser Summen ist zu beachten, dafi fiir je 
zwei symmetrisch belegene Stabe die EinfluBzahlen xq, x', x'" 
nach Grofie und Vorzeichen iibereinstimmen, dafi dagegen die gleich 
grofien Zahlen x" verschiedene Vorzeichen haben. Daher ist 



^13 t 

2i x' 


xV 




^x'xV 


' 


^13 , 
^1 x' 


Xo^ 





^{'xiXor- 


-^iXiXor 


vi3 J 
-^1 X' 


"2^ 


— ^-« 


-yrx-'V — 


:^x"V 


-^1 x' 


"xor 




-^x''xor 




vl8 , 
^1 X' 


'x"'r 




^x''x"'»- 




— 1 X 


"xor 




^fx-xo*-- 





(60) 



Zahlenrechnung fur das vorliegende Beispiel. Die tolgende 
Tabelle i enthalt die gegebenen Stablangen Z, dieStabquerschnittejP 
und die hieraus berechneten Grofien 

I 



r = 



wobei, wie in den friiheren Beispielen, 

€ = 2 • 10^ kg/qcm 
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eingesetzt wurde; ferner enthalt die Tabelle die aus den Abb. 65, 
66, 67 entnommenen Werte von x', x'\ x^ und die nach Gleichung 47) 
berechneten Werte von x'". 

Tabelle i. 



Stab 


cm 


F 
cm* 


r 
10-»cm 


10-5 


10-3 


x" 

io-» 


x"' 


! 


kg 


10-3 


1 


400 


50 


4000 


— 415 


1264 


— 3612 


+ 1066 


2 i 


313 


20 


7825 


158 


1554 


— 108 


667 


3 


500 


50 


5000 


+ 531 


+ 1700 


+ 2962 


1281 


4 ' 


313 


20 


7825 


— 158 


+ 72 


-2057. 


+ 959 


:") • 


, 400 


50 


4000 


-415 


2596 


— 2023 


— 266 


6 j 


313 


20 


7825 


-158 


— 1370 


+ 850 


483 


7 


1 500 

1 


50 


5000 


+ 531 


+ 2650 


+ 1062 


— 331 


8 


313 


20 


7825 


158 


804 

1 


1615 


+ 83 


9 


200 


50 


2000 


415 


- 3072 

1 





742 



Zu bemerken ist, daB Tiir den Stab 9 nur die halbe Lange 
200 cm angesetzt wurde, weil die zu berechnenden Summen aufdie 
Fachwerkshdlfte sich beziehen. In der folgenden zweiten Tabelle 
sind die in den Formeln vorkommenden Summenwerte berechnet 
worden. Fiir die Berechnung der Zahlen x**' in der Tabelle i nach 
Gleichung 47) ergab sich der Abstand a nach Gleichung 50) aus 
den Werten der umstehenden Tabelle 2: 

2x'V__2810.10-' .^, 
a = 1 cm - - — - - ~ =1 o62 cm. 
. 2^Xox'r 500 • 10 ^ 

Die Summenwerte fiir die Stabe 1 bis 13 in der letzten Reihe der 
Tabelle 2 ergeben sich aus den Gleichungen 60). 

Einflufizahlen der Last K^ des Knolens IL Wird nur der 

Knoten 11 mit .._ ^ , 

^^2 = 1 kg 

belastet, und laBt man die Temperaturen unverandert, so ist nach 
den Gleichungen 52) und 55): 

jrx'x,r _____ 2\7^'r—bs\xy^r_ _ __ 43600 — 4 87 « 84 

• >> ^~~ ~ ~~~ 

£x'-r 



5' = — 



S" = - 



lx"x2r 



x"'r 



Jx'^r 



281000 
129300 — 487.166 



= — 0,010 kg 



JSx 



li* 



2'x'" r 



l\x'*x**'r — hl\x"'x^r 



354800 
— 49200+487 



00 



Ix 



///- 



54500 



— 0,137 kg 



= + 0,411 kg. 
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Tabelle 2. 



I I 

' xnx'r 



Stab 



10-9 



cm 



xo3f"r XQx"*r 



X r 



x"^r 



x'"^r 



X X r X X r 



i- 10-» "^ilO-»?^,10-' '"!'lO-' '"^'lO-i^"? 1(.- '-!?? 10-7 ^ 

kg ■ k>/ 1 kg i kg , kg , kg kg kg 



1 
2 
3 
4 



4- 21 + (JO —18 64 

+ 19 + 1 + 8 ■ 189 

+ 45 ! + 79 —34 145 

- 1 ! + 26 — 12 I 



:>22 

1 

439 

331 



45 I + 183 I — 154 

35 +3 + 6 

82 + 252 — 190 

72 — 12 —154 



Summcn filr . . 



1—4 I + 84 ! + 166 — 55 

I I 

5 ; + 43 + ;U I + 5 

6 +17—11 +6 

7 + 70 . + 28 ■ — 9 

8 , + 10 I + 20 — 1 



270 

147 

351 

51 



1293 

164 
57 
56 

204 



+ 436 , —492 

;j I -|_9io ' + 22 

18 I — 91 ' — 32 

6 + 141 — 18 

1 +101 I — 11 



Summen filr . . 


1—8 + 224 
9 + 26 


+ 237 



-54 

+ fi 


189 


1774 



11 


+ 797 



— 531 



Summrn ftlr . . 


1 9 +250 


+ 237 


48 


1405 


1774 


272 


+ 797 


531 


Summcn fUr . . 


1—17 +500 


96 


2810 


3548 


545 








Summcn fUr . . 


1-13 i +416 

1 


+ 166 


41 




2255 




+ 436 


492 



Die Stabkrafce S im zusamniengesetzten Fachwerk erhalten 
bei dieser Belastung die Groflen (Gleichung oS): 

aS^ = X2 — 0,010 x' — 0,137 x" + 0,411 x"'. 
Da fiir die Stabe 1 bis 4 nach Gleichung 54) 

Xg = x" — 487 Xq 

und fiir die Stabe 5 bis IT 

xo = 

ist, so gilt fiir die Stabe 1 bis 4: 

S= — 4Slxo — 0.010 x' + 0,863 x'' + 0,411 x"' (61) 

und fiir die Stabe 5 bis 17: 

*y = - 0,010 x' ^ 0,137 x" + 0,411 x'". (62) 

Diese beiden Gleichungen ergeben durch Einsetzen der Werte 
von xo, x', x", x'" die in der ersten Reihe der Tabelle 3 verzeich- 
neten Stabkrafte; z. B. fur den Stab 2: 

487 . 158 , 0,01 ■ 1554 — ().8f;3 • 108 -- 0.4ll_- 667 

1(X)0 



^'^ — '^ 100 000 •" 



S, = + 0,42 kg. 
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Einfiufizahlen der Last K^ des Knotens III. Eine Belastung 

Za = 1 kg 

des Knotens EI erzeugt nach den Gleichungen 52) und 57) in den 
uberzahligen Staben (1), (2), (3) die Krafte: 



V^i 



2?x'x"r 797 



5" = 2— = — -2 = 7: — = - 0,284 kg 

:Sx'\' ^x'\ 2810 ^ 

S" = — - ^ = ^ — = = — 0,500 kg 

:Sx"^r JSx'^^r 3548 ^ 

S'" = » - = — - i — = + --- = -f 0,976 kg 

und in den iibrigen Staben 1 bis 17 nach Gleichung 53): 

8 = x^ — 0,284 x' — 0,500 x" + 0,976 x'". 
Da fiir die Stabe 1 bis 8 nach Gleichung 56): 

und fiir die Stabe 9 bis 17: 

^3 = 

ist, so gilt fur die Stabe 1 bis 8: 

S=— 0,284 x' + 0,500 x'' + 0.976 x'" (63) 

und fiir die Stabe 9 bis 17: 

aS = — 0,284 x' — 0,500 x" + 0,976 x"'. (64) 

Die Reihe 2 der Tabelle 3 enthalt die hiernach berechneten Werte 
von 8, 

Einftufizahlen der Last K4 des Knotens IV, Die Last 

ir, = 1 kg 

erzeugt nach den Gleichungen 52) und 59) in den uberzahligen 
Staben die Krafte: 

Sx'x^r :fIVx''r+6-rJ^x'xor 48600 + 487-416 ^ , 

S' = — J = . = — — = — 0,876 kg 

2x'^r £x'r 281000 

^,, Sx'^x^r jr|'x"V + feJf/Vxor 225500 + 487-166 ^ , 

S" = — * = ' ^-' "-=— —7 — = —0,863 kg 

lx"^r jfx"*r 354800 

lx"*x^r S^^x"x"*r'\-blfx"'x,,r —49200 — 487.41 ,, , 

S'" = — — *- = — -' '- = = + 1,277 kg. 

JSx"'*r Jfx'"V 54500 

Die Stabkrafte 8 der iibrigen Stabe 1 bis 17 erhalten nach 
Gleichung 53) die Groflen 

8 = x^ — 0,876 x' — 0,863 x" + 1,277 x"\ 
Da fiir die Stabe 1 bis 13 nach Gleichung 58) 

X4 = x" + 487 xo 

und fiir die iibrigen Stabe 14 bis 17 

X4 = 
Mohr: Abhandh a. d. Gebiete d. tecbuischen Hecbanik. 27 
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ist, so gilt fiir die Stabe 1 bis 13 : 

S =L 487 Xo — 0,876 x' -f 0,137 x" + 1,277 x"' (65) 

und fiir die Stabe 14 bis 17 : 

iS= ^ 0,876 x' — 0,863 x" -f- 1,277 x'". (66) 

Nach Gleichung 65) sind die in der dritten Reihe der Tabelle 3 
verzeichneten Werte von 8 berechnet worden. 

Tabelle 3. 
Einflufizahlen der Lasten fiir die Stabkrafte des zusammengesetzten 

Fachwerks. 





Stab 


1 
1 1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


1 


K,-1,S- 


— 0,65 


+ 0,42 


— 0,57 


— 0,61 


+ 0,19 


— 0,30 


-0,31 


+ 0,27 


— 0,2» 


2 


K, l,S 


0.41 


-0,26 


-0,35 


— 0,11 


— 0,54 


+ 0,34 


-0,54 


— 0,50 


+ 0,15 


3 


i 


0,(.o 

1 


— 0,27 


— 0,13 


+ 0,11 


— 0,36 


— 0,07 


— 0,01 


— 0,18 


— 0,2tt 



Die WirJcungen von Temper aturdnderungen, Wir wahlen als 
Beispiel den Fall, in dem alle Fachwerkstabe 1 bis 17 ihre Tem- 
peratur vom spannungslosen Zustande aus um 

f = -f 40O Celsius 

erhohen, wahrend die Stiitzenlage, also die Temperatur der Stutz- 
stabe, unverandert bleibt; dt hat die Grofie 0,0005- Die iiberzahligen 
Stabe (1), (2), (3) des unbelasteten Fachwerks haben nach den 
Gleichungen 45) in diesem Falle die Stabkrafte 

dt^x'l 



S' = — - 



V— <^- 



L>'< 



8'" = 



-ix' r 

dt2x"l 

^'x^S- 



2x"'''r 



(67) 



Die Summenwerte in diesen Gleichungen erstrecken sich nur 
auf die 17 Stabe des einfachen Fachwerks, weil die Stutzstabe ihre 
Lange nicht andern. Man erhalt aus Tabelle 1: 

2 
1000 

^x"l = 

jfx'" « = j^ (400 ( 1066 - 266 — 371) + 313 (—667+959— 483 +83) +500 (—1281— 331)} 

:fx'"/= — 1336 cm. 



2x'l=^^ {400(-1264-2596-1536)+313 (-1554+72-1370-804)+ 500(1700+2650) } 

2'x'? = — 2255 cm 
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Demnach ist 

„, ■ 0.0005 • 2255, „, , ,,,.-,, 

"I 2810 ~ ^" ^ 

S" = 

S"' = -}- f>!00^1336 jy, _ _j_ 12 260 kg. 

In den 17 Staben des einfachen Fachwerks werden hierdurch 
Stabkrafte von der Grofie 

S= (4012 x' + 12260 x"') kg 

erzeugt; z. B. ist fiir den Stab 9 

X* = — 3,072 , x"' = — 0,742 

89 = — 4012 . 3,072 — 12260 • 0,742 = — 21400 kg 

Die Wirkmigen einer Aenderung der Stiitzenlage. Als Bei- 
spiel wahlen wir eine Aenderung, durch die der iiberzahlige Stab (1) 
um 1 cm langer, der Stab (3) dagegen um 0,5 cm kiirzer wird, 
wahrend alle iibrigen Stutzstabe ihre Lange nicht verandern. Man 
kann sich vorstellen, daB die beiden angegebenen Langenanderungen 
durch Temperaturanderungen herbeigefuhrt worden sind. Dann ist 

2^'x'W^ = +lcm 
2"x"m = 
v"'x'"M^ = — 0,5 cm. 

Im unbelasteten Fachwerk entstehen nach den Gleichungen 52) die 

Stabkrafte 

^'x'ldt 1-10' ^.^.^, 

= — 3d60 kg 



S' — - 


^m 0* v\f V 


Jx'V 


S" — 




S"' — - 


:sx'"idi 



2810 



'i 10' 
' o4;) ' 



(68) 



Infolgedessen erhalten die 17 Stabe des eintachen Fachwerks Stab- 
krafte von der Grofle : 

S = x'S'-\-x'''/S'" = (— 3560 x' + 9170 x"') kg. 
Beispielsweise ist fiir den Stab 3: 

x' =+ 1,700, x"' = — 1,281, 
folglich: 

S= — 1,7 • 3560 - 1,281 • 9170 = — 17800 kg. 

Da der Querschnitt des Stabes 50 qcm groB ist, so betragt seine 

Druckspannung 

17800 .,,^, ^ 
— g^- =3o6kg/qcm. 

27* 
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21. Die Nebenspannungen im ebenen Fachwerk. Die 
Voraussetzung, daB die Fachwerksknoten von reibungslosen Ge- 
lenken gebildet werden, ist niemals voUkommen erfiillt In der 
Regel werden die Knoten durch starre Nietverbindungen hergestellt, 
und selbst wenn sie die Form von Gelenken erhalten, geniigt ge- 
wohnlich die Reibung, um die Drehung der Stabe gegeneinander 
zu verhindern. Bei den elastischen Formanderungen des Fachwerks 
werden daher die Stabe gebogen^ und die hierdurch hervorgerufenen 
Biegungsspannungen werden Nebenspannungen genannt, im Gegen- 
satz zu den Hauptspannungen, die von den Stabkraften erzeugt 
wiirden, wenn sie genau mit den Stabachsen zusammenfielen. Die 
resultierenden Spannungen setzen sich also zusammen aus den 
Hauptspannungen und den Nebenspannungen. Wir nehmen an, 
dafi die Schwerpunktsachsen der zu einem Knoten gehorenden 
StSbe in einem Punkte, dem Knotenpunkte, sich schneiden, und 
vernachlassigen bei den folgenden Betrachtungen das Eigengeicicht 
der Stabe. 

Die Unbelcannteii der Aufgabe, Wenn ein Stab I II (Abb. 68) 
in den Knoten I, II mit den anderen Staben starr verbunden ist, 
so fallt die Gerade der 





^S: 



beiden gleich groBen und 

entgegengesetzt gerichteten 

Krafte 5^3, S21, die von 

den Knoten I und II auf den 

Stab iibertragen werden, mit ^^' 

der Stabachse nicht genau Abb. 68. 

zusammen. Diese Abweichung ist in der Regel so gering, dafi ihr 

EinfluB auf die Grofien der Stabkrafte und also auf die Groflen der 

Hauptspannungen vernachlassigt werden darf. Diese Groflen durfen 

daher unter der Voraussetzung von reibungslosen Gelenken be- 

stimmt werden und gelten hier als gegebene, bekannte GroBen. 

Die Lage der Kraftachse gegen die Stabsehne wird durch 
zwei unbekannte GroBen bestimmt, z. B. durch das Moment Mi^ 
der Kraft 8^2 in bezug auf den Knotenpunkt I und das Moment M^x 
der Kraft S^i in bezug auf den Knotenpunkt II. Diese Momente 
tragen das positive Vorzeichen, wenn sie im Sinne der Uhrzeiger- 
bewegung drehen. Die Anzahl der unbekannten Momente ist dem- 
nach doppelt so groB wie die Anzahl der Fachwerkstabe. Ist 
z. B. ein einfaches Balkenfachwerk von h Knoten zu berechnen, so 
betragt die Anzahl der Unbekannten 

2(2i — 3)zz:4A-6. 
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Diese Anzahl wird auf (3 i — 3) ermafiigt, also um (k — 3) ver- 
mindert, wenn als Unbekannte die Winkel eingefuhrt werden, um 
die bei der Formanderung des Fachwerks die h Knotenverbindungen 
und dxt (2i — 3) Stabsehnen sich drehen; denn von diesen Dreh- 
winkeln sind die Biegungsmomente M in einfacher Weise abhangig. 

Die in einem Knoten miteinander starr verbundenen Stabenden 
drehen sich bei einer Formanderung des Fachwerks um einen und 
denselben Winkel, welchen wir den Knotendrehtvinkel nennen und fur 
die Knoten I, II, III . . . mit yi, f/2, ys • . • bezeichnen. Die Winkel 
ferner, um welche die Stabsehnen I II, I III, II III . . . sich drehen, 
soUen StabdrehtvinJcel genannt und mit ipi 2? Vi 3» Va s • • • bezeichnet 
werden. Den Winkeln (p und tp wird das positive Vorzeichen bei- 
gelegt, wenn die Drehung im Sinne der Uhrzeigerbewegung erfolgt. 
Der Vorteil, der mit der Einfuhrung der Winkel tp und xp verbunden 
ist, ergibt sich aus dem Umstande, daB die (2Jc — 3) Groflen ^ auf 
graphischem Wege durch einen Geschwindigkeitsplan bestimmt 
werden konnen. Nur die Jc Grofien tp sind miteinander verbunden 
durch eine Gruppe von 4 Gleichungen ersten Grades, aus welchen 
ihre Werte entwickelt werden miissen. 

Die Bestimmung der StabdrehmnJcel xjj durch den Oeschwindig- 
Tceiisplan dei' Formanderung des Fachwerks, Im Abschnitt ii ist 
die Bildung des Geschwindigkeits- oder Verschiebungsplans eines 
elastischen Fachwerks aus den gegebenen Langenanderungen der 
Stabe beschrieben worden; es wird daher geniigen, hier die Be- 
stimmung der Stabdreh winkel ip an einem Beispiel zu erlautern. In 
Abb. 69 sind die MaBe des betrachteten Fachwerks in Zentimetern 




» gffff ^< SOfi •♦ s^ 



w 



W 



Abb. 69. 



und die auBeren Krafte in Tonnen angegeben. Die umstehende Tabelle 
enthalt ferner die Stablangen ?, die Stabquerschnitte F, die Stab- 
krafte S und die hieraus berechneten Langenanderungen 
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Der Elastizitatsmodul « des Stabmaterials ist gleich 2000 1 • cm - *. 
Der Mafistab des Verschiebungsplanes, Abb. 70, ist 10: I. 
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Die Bewegung der Formanderung, als deren Zeitdauer wir die 
Zeiteinheit annehmen, lafit sich in drei gleichzeitige Bevvegungen A, 
B, C zerlegen. Bei der Bewegung A wird ein Knotenpunkt, z. B. 
der Knoten III, und die Richtung eines von ihm ausgehenden Stabes 
III V festgehalten, wahrend alle Stabe ihre gegebenen Langen- 
anderungen ausfiihren. Die Wahl jenes Stabes ist zwar willkiirlich ; 
es empfiehlt sich aber, einen Stab in der Nahe der Mitte des Fach- 
werks zu wahlen, damit die Grofle des Geschwindigkeitsplanes und 
die Anzahl der sich summierenden Zeichenfehler tunlichst ein- 
geschrankt werden. 

Im Geschwindigkeitsplan der Bewegung A entsprechen den 
Knoten I, II, III . . . die Ziffern 1, 2, H . . . (Abb. 70). Von dem 
willkurlich gewahlten Punkte 3 ist also die Strecke 3 5 in der 
Richtung und dem Sinne der Stabstrecke IIIV: 

;3 f) = 10 ^l^ 5 == -J- 1,2 cm 

aufzutragen. Man bestimmt darauf den Punkt 4 durch die Dehnungen • 
der Stabstrecken III IV und VIV: 

3 a = 10 ^/a 4 = -f 0,2 cm 
i)b = 10^^4 5 = — 0,3 cm. 
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Die Strecke 3a hat wegen des positiven Vorzeichens den Sinn HI IV, 
wahrend die Strecke 56 wegen des negativen Vorzeichens den 

Sinn IV V erhalt. Der Punkt 4 
bestimmt die Drehgeschwindigkeiten 
^'34, t/j*^ der Stabsehnen III IV und 
V IV in der Bewegung A: 



Abb. 70. 




, a 4 , 0,12 , ,x 

^'34 = ;^' == + "350 "" + ^'^^^^^ 



0,06 ^ 

Die Drehgeschwindigkeit ^'34 ist 
positiv, weil die relative Dreh- 
geschwindigkeit a 4 des Knotens IV 
gegen den Knoten III von III aus 
gesehen nach rechts zeigt. Die re- 
lative Drehgeschwindigkeit 64 des 
Knotens IV gegen den Knoten V 
zeigt von V aus gesehen nach links, 
und daher ist tfj*^^ negativ. 

In gleicher Weise ergibt sich im 
Geschwindigkeitsplan der Punkt 

2 durch die Dehnungen der beiden Stabstrecken III 11 und IV 11 

* »» II II II II II ^*- * II 11. 1 

() IV VI V VI 

V II II »l II II II A V T X ,, ▼ ▼ X 

l«i %% fi •• >t •• V V XX 11 Vx V XX* 



Die in den Geschwindigkeitsplan eingeschriebenen relativen Dreh- 
geschwindigkeiten bestimmen die Winkel: 



v''» =7 = 



«/As = , - = 



0'«S = 



'24 



/•I 


, 0,56 
"^ 350 


el 


I 0,84 
"•" 50b 


c2 

'2.1 


, 0.44 
■^ 350 


d2 
1 


, 0,44 

1 7^nf\ 



= + 0.00160 



;^ = + 0,00168 



= + 0,00126 



= +0,00088 
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, a 4 , 0,12 , rv 

tfu = -,- = + liK^r = + 0,00034 

6 4 0,06 ,, 

V' 46 ==";- = "" "350 = — t>.00017 

i ^0 0,31 r. 

V' 46 = ^- = — -^QQ = — 0,00062 

h(y 0,27 

V^'56 = i^^ = — ,5-^- = — 0,00077 

^'57 = -^ = - -5-^ = - 0,00118 

,i * ^ 0,40 ^ 

V'e? =1 = — -35Q = — 0,00114. 

Bei der Bewegung A hat der Knoten III die Geschwindigkeit 
null, wahrend die Geschwindigkeiten der iibrigen Knoten I, II, IV . . . 
durch die Strecken 31, 3 2, 34 . . . dargestellt werden. 

Die zweite Bewegung B besteht aus einer Parallelverschiehung 
mit der alien Knoten gemeinschaftlichen Geschwindigkeit 1 3. Durch 
Zusammensetzung der beiden Bewegungen A und B erhalten die 
Knoten I, II, HI, IV . . . die Geschwindigkeiten null, 1 2, 1 3, 1 4 . . . 
Die Drehgeschvnndiglceiten der Stabe andern sich hierbei nicht, bleiben 
also wie in der Bewegung ^4. 

Die dritte Bewegung (7, deren Geschwindigkeiten durch die 

Strecken 2'1, 3' 1, 4'1 . . . 7*1 dargestellt werden, besteht in einer 

Drehung des starren FachwerJcs um den Knoten L Daher sind 

diese Geschwindigkeitsstrecken zu den entsprechenden Strecken 11 1, 

II I, IV I . . . des Fachwerks rechtwinklig gerichtet, und es ist 

1 2' 3' 4' 5' &* V fi I II III IV V VI VII 
(vergl. Abhandlung IV, 2). 

Die Drehgeschwindigkeit der Bewegung C\ 

tij'" = -^' ^ = — -- = — O00017 
^ VIII 1500 '^^^' 

St so grofl zu wahlen, dafl die aus alien drei Bewegungen fur den 
Knoten VII resultierende Geschwindigkeit 1* 7 die Richtung der 
Auflagerbahn dieses Knotens erhalt. Die resultierenden Geschwindig- 
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keiten der ubrigen Knoten II, III, IV . . . werden durch die Strecken 
2' 2, 3' 3, 4' 4 . . . dargestellt. 

Die resultierenden Drehwinkel xp werden durch die algebraischen 
Summen der Winkel tfj* und ^'" gebildet. Die Tabelle enthalt die 
Zusammenstellung dieser Werte. 




Die Bestimmimg dei' Stabdrehwinkel yj durch Bechnung. Mit 
einem etwas grofleren Zeitaufwande konnen die Winkel tff auch 
durch Rechnung bestimmt werden. Urn z. B. den Drehwinkel ifj^ 
des Stabes IV V zu berechnen, belastet man in Abb. yi die Knoten IV 
und V mit zwei Kraften 

Z45 350 cm * 

die zum Stabe IV V rechtwinklig gerichtet sind und ein Kraftepaar 
von dem positiven Moment 

bilden. Man berechnet die von diesen Lasten hervorgerufenen Stab- 
krafte a und bildet fur jeden Stab den algebraischen Wert des Pro- 
duktes (f Jh Die auf alle Stabe ausgedehnte Summe dieser Produkte 
ist gleich ^^5: 

denn die Gleichgewichtsgruppen der Knoten, welche von den beiden 
Lasten P, den beiden Auflagerkraften und den Stabkraften a ge- 
bildet werden, leisten bei jeder sehr kleinen Bewegung die Arbeit- 
summe null. Bei der durch die Formanderung gegebenen Bewegung 
leisten die Auflagerkrafte die Arbeit null, die Lasten P die Ar- 
beit m ^45 und die Stabkrafte a die Arbeit — J^cr JL Daher ist 
wie in Gleichung ]): 

W^46 = ^46 = ^^ ^l' (^^) 



426 




Die Bejnehutig ewischen den Biegungwiomenien M, den Stab- 
drehwinkeln tp und den Knotendrehwinkdn tp. In Abb. 72 bezeichnet 
die Kurve III die elastische 
Linie des Stabes nach der 
Formanderung , wahrend 
die beiden parallelen Ge- 
raden I A und IIJ? die 
Richtung des Stabes III 
vor der Formanderung an- 
geben. Die eingeschrie- ^^^* 7* 

benen Bezeichnungen lassen unmittelbar erkennen, dafi der Dreh- 
winkel im Sinne der Uhrzeigerbewegung von der Stabsehne I II 
nach der Tangente der elastischen Linie im Knoten I die GroBe 
(f/i — ^13) und im Knoten II die Grofle (jcp^ — ^^a) hat. Wir erinnern 
an das Ergebnis der Abhandlung IX, dafi die elastische Linie eines 
Stabes, dessen Querschnitt in bezug auf die zur Biegungsebene 
senkrecht gerichtete Hauptschwerpunktsachse das Trs^heitsmoment J 
hat, als Seilkurve angesehen werden kann, wenn die zur Stabsehne 
parallel gerichtete Seilkraft gleich c J und die zur Stabsehne senk- 
recht gerichtete Langeneinheitsbelastung des Seils dem Biegungs- 
moment des Stabes gleichgesetzt wird. Bei Bestimmung der 
Biegungsmomente darf in der 
Regel (Abb. 73) die sehr kleine 
Ordinate js der elastischen Linie 
in bezug auf die Stabsehne im 
Vergleich mit der Ordinate y 

der Kraftachse vernachlassigt ^>^ Abb. 73. 

werden. Die Belastungsflache 

des Seils hat demnach die Form eines Trapezes ABCD (Abb. 74), 
welches in die beiden Dreiecksflachen: 




F=ABD= J h,M,i 



und 



Q = DBC= :yl,,Mn 



zerlegt werden kann. Die Resultanten P, Q der von diesen Drei- 
ecken dargestellten Seillasten gehen durch die Schwerpunkte Si, S^ 
der Dreiecke und zerlegen also die Stablange AB in drei gleiche 
Teile. Damit in den folgeiiden Momentengleichungen ohne weiteres 
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die richtigen Vorzeichen sich ergebcn, ist den Abb. 72 und 74 
die Form gegeben, bei der alle vorkommenden Groflcn: Jfi2, Jfji, 







t 

B 



iMiSSfe^ 







^fc:ailk 



^■ ^j >j 



^ 
■^1/ 



y 



Abb. 74, 



(yi — ^^vi) u^^ (^2 — ^^la) positive Werte haben. Die Kraftachsen 
der aus den beiden Seilkraften R^ S^ und den beiden Einzel- 
lasten P, Q gebildeten Gleichgewichtsgruppe bestimmen ein Trapez 

(tHJK, dessen parallele Seiten GK und HJ um -7. ^12 voneinander 

abstehen. Da die Winkel y und xf) sehr klein sind, so ist ferner: 

1 2 if . 

und 

2 \ I 

HJ= ^^ iia (f/j — (//i.) -f- .^ /12 (c/o — '//uO = 3 (-Vi + ^/2 — 3^12)- 

Die Momentengleichungen jener Gleichgewichtsgruppe in bezug 
auf die beiden Punkte H und K lauten demnach: 



= ]- ,Jl,, (2 ,f, + r/, - 3 V'.,) - \ T\,M^, 

= 3- * J?„ (y, + 2 y, - 3 ^.,,) - J- Z», J/,^. 
Setzt man zur Abkiirzung das bekannte Moment 

"7 ■''12 > 

hi 



(70) 



(71) 
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so ergeben sich aus den vorstehenden Gleichungen die einfachen 
Beziehungen: 

Mil = ^\i (<ri + 2 q-i — 3 y/is). I 



(72) 



Die gegehenen Werte der Momente K sind in der Tabelle (lir 
alle Stabe in Zentimeter-Tonnen angegeben. 

Die Bestimmwig der Knotendrehwmkel (p aus den Oleich- 
geivichtshedingungen. Das Gleichgewicht der auf einen Knoten ein- 
wirkenden Krafte wird durch drei Gleichungen ausgedriickt. Zivei 
dieser Gleichungen sind bereits zur Bestimmung der Stabkrafte ver- 
wendet worden; sie bedingen, dafi die geometrische Sunime der 
Gleichgewichtsgruppe gleich null ist. Die dritte Gleichgewichts- 
bedingung fordert, dafl die Momentensumme der Kraftegruppe in 
bezug auf irgend einen Punkt, z. B. in bezug auf den Knotenpunkt, 
gleich null sein mufi. Wir setzen voraus, dafi die aufiere Kraft des 
Knotens, die Last oder die Stutzkraft, durch den Knotenpunkt geht, 
also ein Moment null hat. Trifft diese Voraussetzung nicht zu, so 
mufi selbstverstandlich auch das Moment der aufieren Kraft in die 
Momentengleichung eingesetzt werden. In dem vorliegenden Bei- 
spiel lautet die Momentengleichung fiir den Knoten 

I: = M,, + M,^ 

III: = lf3i + M,, + M,, + 3/35 

IV: = . ¥4, + if,8 + ^1^46 + ^40 \ (73) 

V: zz: il4, + 3/54 + 3/56 + i/57 

VI: = il/64 + ilf65 + 3/e7 

VII: = lfv6 + ^^76. 

In diese Gleichgewichtsbedingungen sind nach den Gleichungen 72) 
die Grofien M mit Benutzung der Zahlenwerte der Momente N und 
der Winkel ^/ aus der Tabelle einzusetzen. Es entstehen hierdurch 
Tc Gleichungen ersten Grades mit den h unbekannten Knotendreh- 
winkeln y, die fiir das vorliegende Beispiel die Form annehmen: 

= — 648 + 30^1+ 9y2+ 6^8 

= — 777+ 9^1+48^3+ 7^3+ 8^4 

= — 477+ Gf/)i+ 7y2 + ^4f/^3+ 5(^4+ S^if^ 

= + 39 + 8^2+ 5^3 + 529)4+ 59-6+ 8^6 J (74) 

()=: + 522 + 0^3+ 5(^4 + 54^6+ 7r/6+ Gcf,, 

Ozzi + 732 + 8(/)4+ 7y6 + 48f/.6+ ^q, 

= + 58r) + 6f/6+ 9^0 + 30^^7. 
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Wenn, wie in dem vorliegenden Beispiele, das Fachwerk in bezug 
auf seine Mittelachse symmetrisch geformt ist, so nehmen auch die 
Gleichgewichisbedingungen eine symmetrische Form an. In einem 
solchen Falle wird die Auflosung der Gleichungen wesentlich ver- 
einfacht, indem man zunachst die Summen und die Differenzen der 
symmetrisch belegenen Knotendrehwinkel (p berechnet. Man erhalt 
aus den Gleichungen 74): 

= -63 + 30(r/>, + y7)+ 9(^2 + ^6)+ 6(y, + <r5) 
= - 45 + y (y. + yO -j- 48 (if, + ye) + 1 (fh + <fi) + 16 9'* 
= + 45 + 6 (yi + y,) + 7 (ys + yc) + 63 (y, + yj) + 10 y^ 
= + 39 + 8(y2 + y,)+ 5 (y, + y^) + 52 y^ 

und hieraus das 10000- fache der Winkelsummen : 

yi+y7 = + l,99. Va + '/6 = + 0,9(;, ffs + '/>» = — ^>88, y4 = — 0,81. (76) 

Ferner ergibt sich aus den Gleichungen 74): 

3= - 1233 + 30 (y. - y,) + \) (y, - y,) + 6 (y, - y^) ] 
= - 1509 + 9 (y, - y,) + 48 (y^ - y,) + 7 (y, - yj) 
0=- 999+ 6(y, -yT)+ 7 (y, - y,) + 45 (y, - y^) 



(75) 



(77) 



und in als Einheit: 

1UUU\I 

yi — y? = + 31,17, (fi — f/6 = + 23,49, f/3 — ys = + 14,39. (78) 

Die Gleichungen 7()) und 78) bestimmen dann ebenfalls in 77^,^^ als 
Emheit: 

yi = + lt),58, ^2 = + 12.23, ys = + 6,7(>, r/4 = — 0,81, \ 

7-5 = — 7.64. c/^ = — 11,L>7, (/7 = — 14,59. /^ ' 

Um die Biegungsmomente M der Stabenden und hieraus die 
Nebenspannungen zu berechnen, sind die Werte von N, xp und y in 
die Gleichungen 72) einzusetzen, was einer weiteren Erklarung nicht 
bedarf. 

Anndhef'ungsverfaliren jur Berechnung der Knotendrehwinkel (p. 
Vergleicht man die Faktoren der unbekannten Winkel tp in den 
Gleichungen 74), so ersieht man, dafi in der ersten Gleichung der 
Faktor 30 von y^ die beiden anderen Faktoren 9 und 6 von yj 
und yj bedeutend iiberwiegt. Ebenso ist es in der zweiten Gleichung 
mit dem Faktor von y,, in der dritten mit dem Faktor von y, usf. 
Es ist ferner zu beachten, dafl algebraisch 

yi > yg ><irs > y* > ys > ye > yr 

ist. Man erhalt daher einen Annaherungswert von yi, wenn in der 
ersten der Gleichungen 74) 

ys = y« = yi 
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gesetzt wird. Ebenso erhalt man aus der eweUen Gleichung einen 
Annaherungswert von (f^, wenn «jpj, y,, (f^ gleich ^ eingesetzt 
werden, usf. Man erhalt auf diesem Wege als erste Annaherungs- 
werte y,', (fi, tfs'.- .: 

648 



y» 



Va 



V* 



Vi 



v« 



Vi 





45 


+ 14,4 


' — 


777 
72 ~ 

477 


+ 10,8 




81 
39 


+ 5,9 


^^^m 


78 


--0.5 


I 


522 

81 


--6,4 


' rr= 


732 
72 


- - 10,2 


' : 


585 
45 


- - 13.0. 



(80) 



Eine zw&te Annaherung yj", yj", if^" . . . gewinnt man da- 
durcb, dafi man den Gleichungen 74) die folgende Form gibt: 

9y,' + 6y,'- 



= -648 + yi"(30 + 



•fi' 



■) 



= -<u+(jr,''l48+ ~^. - -j 



•■(■ 

= -477 + y,"(54 + 

vV (52 + 



) 
) 



= + 39 + 



6y.,^+ 7ya'+5y /+9y6' 
8yv' + 5y3' + 5y5' + Sye' 
9^3' + 5^4' + 7 ye' + 6 y,'' 



/ 8y/ + 7 yj' + 9y7'\ 
= + 732 + ye" (48 + -^ vj_' - - j 



= + 586 + yr" ^30 + 






)• 



(81) 



woraus sich durch Einsetzen der ersten Annaherungswerte tfi, (f^', 
(fz'' ergibt: 



9H" = + 16,53. ys'' = + 12,25, ^3" = + 6,69, yV' = - 0,82, 
f/B^' = - 7,52, Vc" = — 1 1.39, ifi' = - 14,62. 



} 



(82) 
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Diese Werte stimmen nahezu mit den genauen Werten aus den 
Gleichungen 79) iiberein. Wird eine grdfiere Genauigkeit verlangt, 
so ist das letzte Verfahren zu wiederholen und eine driUe Reihe 
von Annaherungswerten mit Benutzung der Verhaltniszahlen aus 
der zweiten Reihe zu berechnen. 

22. Literarische Notizen. Bei der Abfassung der vor- 
stehenden Abhandlung wurden folgende Aufsatze verwendet: 

I. Beitrag zur Theorie der Bogenfachwerhstrdger\ Zeitschrift 
des Architekten- und Ingenieur-Vereins zu Hannover, 1874 S. 223 
In diesem Aufsatze wurde zum ersten Mai das Prinzip der virtuellen 
Geschwindigkeiten benutzt, um, wie es im Abschnitt 18 der hier 
vorliegenden Abhandlung beschrieben worden ist, die Stabkrafte 
eines zusammengesetzten Fachwerks mit einem iiberzahligen Stabe 
zu berechnen. 

2. Beitrdge zur Theorie des Fachwerks] Zeitschrift des Archi- 
tekten- und Ingenieur-Vereins zu Hannover, 1874 S. 509 und 1875 
S. 17. Das im zuerst genannten Aufsatze beschriebene Verfahren 
wird hier verallgemeinert und auf die Berechnung der Stabkrafte 
und der Formanderungen allef zusammengesetzten Fachwerke an- 
gewandt. 

3. Beifrag zur Theorie des Bogenfachwerks\ Zeitschrift des 
Architekten- und Ingenieur-Vereins zu Hannover, 1881 S. 243. Dieser 
Aufsatz enthalt das im Abschnitt 20 beschriebene Verfahren zur 
Vereinfachung der Berechnung eines Bogenfachwerks mit dm iiber- 
zahligen Staben. 

4. Beitrag zur Theorie Ses Fachwerks \ Zivilingenieur, 1885 
S. 289. Hier werden die Ergebnisse der vorhergehenden Aufsatze 
zusammengefaflt, um die Vorteile zu zeigen, die mit der Anwendung 
des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten verbunden sind. Zu 
dem Zweck werden auch die Arbeiten von Clapeyron, Maxwell und 
Castigliano kurz besprochen. Es wird in dem Aufsatze nachdriick- 
lich darauf hingewiesen, daB das genannte Prinzip, das in der 
Gleichung 1) der vorliegenden Abhandlung seinen Ausdruck findet, 
nicht nur geeignet ist, die Formanderungen der Fachwerke und die 
Stabkrafte der zusammengesetzten Fachwerke zu bestimmen, sondern 
daB es auBerdem alle Fragen beantwortet, die bei der Berechnung 
einfacher und zusammengesetzter Fachwerke vorkommen konnen. 

5. Ueber das sogenannte Prinzip der kleinsfen Deformations' 
arbeitf Wochenblatt fiir Architekten und Ingenieure, 1883 S. 171; 
enthalt die im Abschnitt 16 gegebene Ableitung des Satzes von 
Mendb7'ea. 
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6. Uehei' Oeschwindigkeitspldne und Beschleunigungspldne, 
Zivilingenieur, 1887 S. 631; enthalt als Anwendung das im Abschnitt 4 
der vorliegenden Abhandlung beschriebene Verfahren. 

7. Die Berechnung des FachwerJcs mit starrefi Knotenvei'hiyi- 
dungen] Zivilingenieur, 1892 S. 577 und 1893 S. 67. Dieser Aufsatz 
enthalt die im Abschnitt 21 entwickelte Berechnung der Nehmi- 
spannungen eines ebenen Fachwerks. 

8. Technische Mechanik; nach den Vorlesungen von Mohr 
bearbeitet und herausgegeben vom Ingenieur- Verein am Polytechnikum 
zu Stuttgart, 1877; enthalt u. a. die im Abschnitt 7 beschriebene 
erste Anordnung der Krafteplane einfacher Fachwerke. 

In neuester Zeit ist die erste Anwendung des Prinzips der 
virtuellen Geschwindigkeiten auf die Theorie des Fachwerks Gegen- 
stand einer Streitfrage geworden. Um dieselbe darzulegen, lasse 
ich zunachst die Worte hier folgen, mit denen ich im Zivilingenieur, 
1885 S. 307, iiber die Arbeit von Maxwell berichtet habe: 

,,Bis vor kurzem scheint in Deutschland eine kleine, aber 
inhaltsreiche Abhandlung: On the Calculation of the Equilibrium 
and the Stiffness of Frames, welche Professor Maxwell bereits im 
Jahre 1864 in The Philosophical Magazine verofifentlicht hat, un- 
bekannt geblieben zu sein; es findet sich wenigstens nirgends ein 
Hinweis auf diese Arbeit. Mir ist dieselbe, da die genannte Zeit- 
schrift in den Dresdener Bibliotheken nicht gehalten wird, erst durch 
einen Bericht von Sivain: On the application of the principle of 
virtual velocities etc. im Journal of the Franklin Institute 1883 be- 
kannt geworden. Vielleicht ist auch die sehr knappe Fassung und 
das Fehlen erlauternder Anwendungen die Ursache gewesen, dafl 
die Abhandlung nicht die verdiente Beachtung gefunden hat. 

Maxwell benutzt nicht das Prineip der virtuellen Oeschmndig- 
keiten, sondern das Theorem ClapeyronSy um den Satz von der Gegen- 
seitigkeit der Verschiebungen zunachst fiir das einfache und sodann 
auch fur das zusammengesetzte Fachwerk abzuleiten. Mit Hilfe 
dieses Satzes wird darauf die Bestimmung der Spannungen der 
uberzahligen Stabe fur den Fall, dafi das unbelastete Fachwerk im 
spannungslosen Zustande sich befindet, im wesentlichen auf dieselbe 
Form gebracht, welche in meinem Beitrage zur Theorie des Fach- 
werks in der Zeitschrift des Hannoverschen Architekten- und Ingenieur- 
Vereins 1874 enthalten ist. 

Die Natur des Clapeyronschen Theorems gestattet nicht ohfie 
weitereSf die Betrachiung auf die Bestimmung der Temperatureinunrkungen 
auszudehnen.'"' 
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Der letzte Satz hat Widerspruch gefunden, und zwar in der 
vor kurzem erschienenen Schrift von MiUler-Bfeslau: Die neueren 
Methoden der Festigkeitslehre, 3. Auflage, 1904. Auf S. 23 dieses 
Buches wird eine Reihe von Gleichungen, die in der Abhandlung 
von Maxwell nicht vorkommen, als MaxwellscheGleichungen bezeichnet, 
und in einer Anmerkung wird in betreflf der Berechtigung zu dieser 
Bezeichnung auf S. 335 der Schrift verwiesen. Dort Anden sich 
die folgenden Satze: 

„Die Vergleichung der von den Lasten P und den Stabkraften 8 
geleisteten Arbeiten vollzieht Maxwell mit Hilfe des Gesetzes 

}^Pd=^SJs, (1) 

indem er P und S als Krafte auffafit, die von null aus allmahlich 
anwachsen. Die auf diesem Wege abgeleitete Qrundgleichung 

2Pd = 28 Js (2) 

ist iibrigens von derselben allgemeinen Bedeutung, wie die un- 

mittelbar aus dem Prinzip der virtuellen Verriickungen gefolgerte 

Bedingung 

2Pd=28Js. (3) 

Denn solange es sich nur urn die ErfuUung der Gleichgewichts- 
bedingungen handelt, ist die GroBe der Elastizitatsziffer e und Quer- 
schnittsinhalte F der Stabe gleichgiiltig, und man kann daher auch mit 
Hilfe der aus dem Clapeyronschen Gesetze gefolgerten Gleichung 2) 
leicht auf den von Maxwell nicht beriicksichtigten Einflufi der Tempe- 
raturanderungen schliefien, ebenso wie man beobachteten Stiitzen- 
verschiebungen durch Anbringen von Auflagerstaben mit passend 
gewahlten Querschnitten Rechnung tragen kann." 

Die vorstehenden Angaben sind falsch und irrefuhrend. Nicht 
Maxwell f sondern Clapeyron vollzieht das, was durch die 
Gleichung 1) ausgedriickt wird, und deshalb tragt diese Gleichung 
nicht Maxwells, sondern Clapeyrons Namen. In ihr bezeichnen js 
und d die von den Lasten P und den zugehorigen Stab- 
kraften 8 hervorgerufenen elastischen Langenanderungen der 
Stabe und die entsprechenden Verschiebungen der Knoten. Nicht 
Maxwell, sondern Muller-Breslau vollzieht den Uebergang von der 
Clapeyronschen Gleichung zum Prinzip der virtuellen Geschwindig- 
keiten, und zwar auf einem ebenso einfachen wie unzulassigen Wege, 
indem er namlich beide Seiten jener Gleichung mit der Zahl zwei 
multipliziert. In der „auf diesem Wege abgeleiteten Qrundgleichung" 
bezeichnen d und Js etwas ganz anderes, namlich wUlkiirlich ge- 

U ohr: AbhandJ. a. d. Qebiete d. technischen Mechanik. 28 
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toahUe Knotenverschiebungen und die zugehorigen Langenanderungen 
der Stabe. Auch der angefiigte Versuch einer Begriindung, der 
iibrigens nicht ohne weiteres verstandlich ist, stamint nicht von 
Maxwell her, sondern von Miiller-Breslau. Es handelt sich also 
hier iiberhaupt nicht urn Gedanken, die Maxwell in Wirklichkeit ge- 
habt und geaufiert hat^ sondern urn Gedanken, die er nach der 
Meinung Miiller-Breslaus gehabt haben konnte und die aus diesem 
Grunde mit Maxwells Namen belegt werden soUen. 

Derartige Bestrebungen, Ergebnisse der deutschen Wissen- 
schaft Auslandem zuzueignen, sind in der literarischen Tatigkeit des 
Herrn Miiller-Breslau nicht neu. In dieser Absicht wurde bei einer 
friiheren Gelegenheit versucht, die Satze Castiglianos mit allerlei 
Zutaten auszustatten, an die Castigliano selbst nicht gedacht hatte. 
Mein Aufsatz: TJeher die ElastieUdt der Deformationsarbeit im Zivil- 
ingenieur 1886, S. 395 enthalt hieriibcr die naheren Angaben. Auch 
die falsche Darstellung des sogenannten Williotschen Verfahrens 
gehort hierher (vergl. IV, 31). 

In betreff der umfangreichen Literatur der Theorie des ebenen 
Fachwerks verweisen wir im iibrigen auf die Abhandlung Hennebergs: 
Die graphische Statik in der Enzyklopadie der mathematischen 
Wissenschaften, Abteilung IV, i, Heft 3. 
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Abhandlung Xn. 



Das Raumfacbwerk. 

« 

1. Einleitende Bemerkungen. Die Theorie des Raum- 
fachwerks beruht auf derselben Grundlage wie die des ebenen 
Fachwerks. Das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten, welches 
in der Hauptgleichung (XI, 2) 

zum Ausdruck kommt, beantwortet wie beim ebenen Fachwerk jede 
Frage, die in bezug auf das Gleichgewicht und die Formanderungen 
des Raumfachwerks gestelit werden kann. Auch das jgusammen- 
gesetzte Raumfacbwerk ist genau in derselben Weise zu berechnen, 
wie fiir das ebene Fachwerk in dem Abschnitt 15 der Abhandlung XI 
beschrieben wurde. In der Wahl der Hilfsmittel zur Ausflihrung 
der Untersuchungen besteht jedoch ein wesentlicher Unterschied. 
Die graphische Statik, die beim ebenen Fachwerk eine so viel- 
seitige Anwendung findet, ist fiir das Raumfacbwerk fast unbrauchbar, 
weil die Konstruktionen im Raume nicht allein viel verwickelter, 
sondern in gleichem Mafie auch ungenauer sind als die in der 
Ebene. Wir geben hauptsachlich aus dem letztgenannten Grunde 
dem Bechnungsverfahren entschieden den Vorzug. 

2. Die Stiitzung des Raumfachwerks. Wie beim ebenen 
Fachwerk kann die Art der Stiitzung durch Hinzufiigung von 
Stdizstaben veranschaulicht werden, also durch Hinzufiigung von 
starren Staben, welche die Auflagerknoten mit festen Stutzpunkten 
verbinden. Nach der Zahl der Stiitzstabe eines Auflagers unter- 
scheiden wir einfache, zweifache und dreifache Stiitzen oder Auf- 
lager. Ist ein Auflagerknoten A nur durch einen Stab AB ge- 
stiitzt, so kann er in der zu ^jB rechtwinklig gestellten Ebene 
kleine Verschiebungen nach alien Richtungen ausfiihren. Sind zwei 
Stiitzstabe AB, AC vorhanden, so ist nur eine zur Ebene ABC 

28* 
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rechtwinklig gerichtete Verschiebung moglich. 1st endlich der 
Knoten A durch dm nicht in einer Ebene liegende Stutzstabe ABy 
AC, AD mit festen Punkten B, G, D verbunden, so ist jede Ver- 
schiebung unmoglich. 

3. Die Anzahl und die Anordnung der notwendigen 
Stabe. Um Jc Knoten mit den festen Stutzpunkten, die nicht zu 
den Knoten genahlt werden, so zu verbinden, dafl die Form und die 
Lage des Fachwerks durch die Stablangen bestimmt werden, sind 
3i Stabe notwendig; denn jeder Knoten erfordert zur Festlegung 
gegen die iibrigen Knoten und gegen die Stutzpunkte drei Stabe. 
Die Anordnung dieser 3 h Stabe mufi so sein, dafi kein Teil des 
Fachwerks iiberzdhlige Stabe enthalt. Das Fachwerk darf also keine 
Gruppe von k^ Knoten enthalten, die miteinander durch mehr als 
(3 hi — 6) Stabe und mit den festen Stutzpunkten durch mehr als 
3 Jci Stabe verbunden sind. Es ist hierbei zu beachten, daB seeks 
Stabe erforderlich sind, um iriei' Knoten starr miteinander zu ver- 
binden, und daB jeder folgende Knoten drei Stabe erfordert. Um 
hi Knoten starr miteinander zu verbinden, sind daher 

6 + 3 (ij — 4) = 3 Ai — 6 

Stabe notwendig. 

Die Anordnung der 3 A notwendigen Stabe hat noch eine 
zweite Bedingung zu erfiillen: Die Belastungen des Fachwerks 
diirfen nicht unendlich grofie Stahkrdfte hervorrufen; denn dann bildet 
die Stabverbindung keinen Trager, also auch kein Fachwerk. Nach 
Abschnitt 5 der Abhandlung XI tritt dieser Fall ein, wenn ein Stab 
im Zustande des Maximums oder des Minimums seiner Lange sich 
befindet. Um festzustellen, ob der bezeichnete Ausnahmefall vor- 
liegt, berechnet man die Stabkrafte. Nehmen dieselben sehr grofie 
oder gar unendlich groBe Werte an, so ist die gewahlte Fachwerks- 
form unbrauchbar. In jedem anderen Falle hat das Fachwerk eine 
brauchbare Form. Die Wahl zwischen den verschiedenen brauch- 
baren Formen gehort nicht in das Gebiet der Statik. 

4. Die Gleichgewichtsbedingungen. Bei der Berechnung 
der Stabkrafte wird zunachst vorausgesetzt, dafi die Knoten des Fach- 
werks von reibungslosen Gelenken gebildet werden, und dafl die Be- 
lastungen nicht von den Staben, sondern nur von den Knoten auf- 
genommen werden. Die Stabe haben dann nur Zug- und Druck- 
krafte in ihren Achsenrichtungen zu iibertragen. Die Bedingungen 
des Gleichgewichts zwischen den Stabkraften und den Knotenlasten 
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konnen fiir jeden Knoten durch drei Gleichungen dargestellt werden. 
Wenn jeder Knoten im Gleichgewichte sich befindet, so ist dies 
auch fiir jeden Teil des Fachwerks und fiir das ganze Fachwerk 
der Fall. Fiir ein Raumfachwerk von k Knoten bestehen also 
zwischen den Stabkraften und den Knotenlasten nicht mehr als 
3 k voneinander unabhangige Gleichgewichtsbedingungen. Bei dieser 
Abzahlung sind, wie nochmals hervorgehoben werden moge, die 
Stiitzstabe zu den Staben, die festen Stiitzpunkte aber nicht zu 
den Knoten des Fachwerks zu zahlen. 

Wenn ein Raumfachwerk von k Knoten nur die 3 k not- 
wendigen Stabe in brauchbarer Anordnung enthalt, so geniigen die 
Gleichgewichtsbedingungen zur Berechnung der Stabkrafte aus den 
gegebenen Knotenlasten. Ein solches Fachwerk wird daher ein 
einfaches Raumfachwerk genannt, zur Unterscheidung von dem zu- 
sammengesetzten Raumfachwerk, welches mehr als die 3 k notwendigen 
Stabe enthalt Die Stabkrafte des zusammengesetzten Raumfach- 
werks sind nicht allein von den Knotenlasten, sondern aufierdem 
von der Temperatur der Stabe und von der Lage der Stutzen ab- 
hangig. 

» 

5. Die Berechnung der Stabkrafte eines einfachen 
Raumfachwerks aus den Gleichgewichtsbedingungen der 
Knoten. Die Bestimmung einer grofien Anzahl von Unbekannten 
aus einer ebenso grofien Anzahl von linearen Gleichungen ist in 
der Regel eine zeitraubende und miihsame Arbeit. Bei der Be- 
rechnung eines ehenen einfachen Fachwerks kann die Wahl der 
Gleichgewichtsgruppen und die Reihenfolge der Gleichgewichts- 
bedingungen in den meisten Fallen so angeordnet werden, daB jede 
Gleichung nur eine unbekannte Stabkraft enthalt, und nur in Aus- 
nahmefallen wird ein umstandlicheres Verfahren notig, das am 
Schlufi des Abschnittes 6 der Abhandlung XI beschrieben worden 
ist. Ein ganz ahnliches Verfahren kann auch beim Raumfachwerk 
angewandt werden, um der Auflosung der Gleichungen eine tun- 
lichst einfache und iibersichtliche Form zu geben. 

Unter den Gleichgewichtsgruppen, die durch Zerlegung des 
Fachwerks in zwei oder mehrere Teile gebildet werden konnen, sind 
die von den einzelnen Knoten aufzunehmenden Kraftegruppen in 
der Regel am einfachsten und fiir die Bildung der Gleichgewichts- 
bedingungen am bequemsten, weil alle Krafte einer solchen Gruppe 
in einem Punkte, dem Knotenpunkte, sich schneiden. Nur in seltenen 
Fallen gewahrt eine andere Zerlegung Vorteile. Es handelt sich 
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also urn die Auflosung von k Gruppen von je drei Gleichungen, die 
zusammen 3 h unbekannte Stabkrafte enthalten, wahrend in jeder 
Gruppe in der Kegel mehr als drei Unbekannte vorkommen. Um 
diese Anzahl auf drei zuriickzutuhren und dadurch die Auflosuvg 
einer jeden eineelnm Oruppe ahgesondert von den ubrigcn zu ei^mog- 
lichen^ ordnen wir die 3 k Stabe des Fachwerks in zwei Gruppen. 
Die Stabkrafte der et'sien Gruppe werden zunachst als unbekannte 
Belasiungen in die Rechnung eingefiihrt. Die betreffenden Stabe 
werden daher Lastsidbc und ihre Stabkrafte Stahldsten genannt. 
Die Laststabe werden in moglichst geringer Anzahl n so ausgewahlt, 
dafi bei geeigneter Reihenfolge der Knoten an jedem auBer den 
Stablasten nieht mehr als drei unbekannte Stabkrafte angreifen, so 
dafi durch Auflosung der drei Gleichungen die unbekannten Stab- 
krafte der eweiten Gruppe als Funktionen der gegebenen Knoten- 
lasten und der unbekannten Stablasten dargestellt werden konnen. 
Da die Anzahl der Gleichungen 3i, die Anzahl der unbekannten 
Stabkrafte der zweiten Gruppe aber (Hi — n) betragt, so konnen 
auf dem bezeichneten Wege n Stabkrafte zweimal als Funktionen 
der Lasten ausgedriickt werden. Indem man jedesmal diese beiden 
Werte einander gleichsetzt, ergeben sich n Gleichungen, die als 
Unbekannte nur die Stablasten, d. h. die Stabkrafte der ersten 
Gruppe enthalten. Um die Auflosung dieser n Gleichungen zu er- 
leichtern, ist es erwunscht, die Anzahl der Laststabe nicht grofler 
als notig zu wahlen. Die Ausftihrung der Rechnung soil an einigen 
Beispielen erlautert werden. 

6. Erstes Beispiel. Berechnung der Stabkrafte einer 
Kuppel nach Zinimermannscher Bauart. Das in den Abb. I 
und 2 im Aufrifi und Grundrifl dargestellte Raumfachwerk hat zwolf 
Knoten, die mit den romischen Ziffern I bis XII bezeichnet sind. 
Die acht unteren Knoten sind zweifach gestutzt, namlich durch je 
einen wagerechten und einen lotrechten Stiitzstab; der Knoten III 
z. B. durch die Stutzstabe 25 und 29. Die Stabnummern der lot- 
rechten Stiitzstabe sind im Grundrifl neben den Knotennummern 
eingeschrieben. Aufier den i6 Stiitzstaben sind 20 Fachwerkstabe 
vorhanden, welche die Nummern 1 bis 20 tragen; die Stutzstabe 
sind mit den Nummern 21 bis 36 bezeichnet. Das Fachwerk ist 
ein einfachcs Raumfachwerk, weil es die folgenden drei Bedingungen 

erfiillt: es enthalt die 

3 . 12 = 36 

notwendigen Stabe, es enthalt keinen iiberzahligen Stab, und die Stab- 
krafte nehmen, wie die folgende Rechnung zeigt, bestimmte end- 
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liche Werte an. Jeder der zwolf Knoten tragt drei zueinander 
rechtwinklig gerichtete Lasten X, F, Z\ der Knoten I z. B. die Lasten 
Xj, Y-iy Zi. Die positiven Lasten Y sind lotrecht nach unten ge- 
richtet; die positiven Lasten X und Z zeigen nach dem Jbineren der 




#C7 Abb. I. 



0--t Abb. 2. 



Kuppel, und zwar die Lasten X parallel zur Langsachse, die Lasten Z 
parallel zur Querachse der Kuppel. Negative Lasten haben den 
entgegengesetzten Sinn. Die in Metern angegebenen MaSe der Kuppel 
sind in die Zeichnung eingeschrieben, deren Mafistab i : 200 ist. 

Die Kraftegruppen der Knotenpaare (I. XII), (II, XI), (III, X) . . . 
sind symmetrisch geformt, so dafi die Gleichgewichtsbedingungen 
der beiden Knoten eines jeden Paares symmetrische Formen er- 
halten, wodurch die Rechnung erheblich abgekiirzt wird. 
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Die Wahl der Laststabe. Eine einfache Ueberlegung laBt er- 
kennen, dafi es im vorliegenden Falle genugt, ^wei Stabe als Last- 
stabe einzufuhren, z. B. die Stabe 1 und 3 oder 5 und 15 oder 
7 und 17 usw. Auf die Form und den Umfang der Rechnung hat 
diese Wahl keinen Einflufl. Um aber den Vorteil der Symmetrie 
ausnutzen zu konnen, empfiehit es sich, nicht nur ein Paar von 
Staben, sondern auch das hierzu symmetrisch belegene Paar zu den 
Laststaben zu zahlen. Wir wahlen die Stabe 1, 2, 3, 4 und be- 
zeichnen ihre Stabkrafte, also die Stablasten, mit (/Si), (iS^), (/S3), (S4), 
um sie von den unbekannten Stabkraften S^, 8^, S^ . . . der zweiten 
Stabgruppe zu unterscheiden. 

Die allgemeinen Oleichgetvichtshedingungen fur die Knoten des 
RaumfachwerJcs. Auf den Knoten I wirken die drei Knotenlasten 
Xi, Yi, Z^, die beiden Stablasten (/Si), (/S'3) und die drei unbekannten 
Stabkrafte /SJj, /S7, /S'15. Den unbekannten Kraften 8 geben wir den 
positiven Sinn von Zugkrdften, Bei jeder unendlich kleinen Be- 
wegung des Knotens ist die Sum me der Arbeitsgeschwindigkeiten 
dieser acht Krafte gleich null. Wir bezeichnen die Geschwindigkeits- 
komponenten in der Richtung und dem Sinne der Knotenlasten 
Xp Yij Zi mit 5, ij, f und setzen, da es sich nicht um die GroBe, 
sondern nur um das Groflenverhaltnis der Geschwindigkeiten handelt, 
eine dieser Geschwindigkeiten, z. B. 

Die drei Knotenlasten haben dann die Arbeitsgeschwindigkeit 

?z, + r. + IZ, ; 

ferner ist die Arbeitsgeschwindigkeit der beiden Stablasten gleich 

weil die Krafte (/SJ und (/S3) Richtung und Sinn der Geschwindig- 
keiten 5 und f haben. Um die Arbeitsgeschwindigkeit der Kraft 8^ 
zu bestimmen, bezeichnen wir mit l^ die Lange des Stabes 5 und 
mit x^, 2/5, z^ die Projektionen der Strecke Z5 vom Sinne der Kraft 8^ 
auf die Richtungen der Knotengeschwindigkeiten J, ij, f. Mit Be- 
nutzung dieser Bezeichnungen erhalt die Arbeitsgeschwindigkeit von 8^ 
den algebraischen Wert 



/ 



6 



s. 



Wir setzen zur Abkiirzung —^ = 55, 

k 

und da .rg = — 4 Meter, yg =: -|- 10 Meter, ^5 = 
ist, so hat die Arbeitsgeschwindigkeit die Grofle 

*5(-4? + 10). 
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Die Projektion x^ ist negativ, well S^ nach links, § dagegen nach 
rechts zeigt; y^ ist positiv, weil iS'g und 17 beide nach unten zeigen. 
In gleicher Weise ergeben sich die Arbeitsgeschwindigkeiten der 
beiden Krafte Sq und ^^15: 

f- (?^T + y^ + ^^t) = «7 (10 -20 

f-(?x,6 + yi5 + ?^i6) = «u(- 41+ 10 + 60- 

Die allgemeine Gleichgewichtsbedingung des Knotens I lautet 
demnach : 



(^) 



+ .sv(10-20 + 8,5(-4?-}-10 + 6D. / 

Die Gleichgewichtsgruppe des Knotens II besteht aus den drei 
Knotenlasten Xg, F^, Z,, den beiden Stablasten {S^), (S^ und den 
drei unbekannten Stabkraften 8^, Sn^ S^^, Als allgemeine Gleich- 
gewichtsbedingung fiir diesen Knoten ergibt sich auf dem oben be- 
schriebenen Wege: 

o = iz, + i; + cz,+?(-s,) + f(6',) + %(io-2 ^ 

+ s„(-4?+10) + s„(8|+ 10-20. / 

Bei der Bildung der Gieichgewichtsbedingungen fiir die Knoten III, 
IV, V, VI ist zu beachten, dafl die genaue Kenntnis der lotrechten 
Stiitzkrafte kein Interesse hat. Um die Bedingungen zu ver- 
einfachen, konnen daher von vornherein die lotrechten Geschwindig- 
keiten dieser Knoten 

11 = 

gesetzt werden. Die Gieichgewichtsbedingungen erhalten hierdurch 
die einfachere Form: 

= ?Z3 + fZ, + 45s6 + 5i7(4?-20 + 3sa5C (4) 

= 5X5 + C-^5 + 25ef + Sie(-4? + 20 + 4s3s? (6) 

Die Auflosung der aUgemeinen Oleichgewichishedingungen. Um 
aus einer der vorstehenden Gleichungen eine ihrer drei Unbekannten 
zu bestimmen, setzt man die Faktoren der anderen beiden Un- 
bekannten gleich null, mit anderen Worten: man wahlt die Ge- 
schwindigkeiten J und f jedesmal so, dafl nur die zu bestimmende 
Stabkraft Arbeit verrichtet. 
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Stabhraft S^, Urn 55 durch Gleichung 2) zu bestimmen, sind 
die Faktoren von 87 und S15 gleich null zu setzen: 

10 — 2f = a - 4? + 10 + 6 : = 0; 

also ist ^ := + •>> ? =^ + 1^^- 

Aus Gleichung 2) folgt dann: 

Stabkraft Sq. Man setzt die Faktoren von S3 und S15 in 
Gleichung 2) gleich null: 

— 4?+10 = 0, — 4|+10 + 6C = 
und erhalt 

und ., = -^J == _ .^x _ ^ , _ y^.; . ^3^ 

Stabkraft Si^. Man setzt in Gleichung 2) 

-4? + 10 = 0, 10-2^ = 
und erhalt hierdurch: 





fc = 


S16 ^1 Yi 


G 



i2 6 



(10) 



In gleicher Weise werden die drei Stabkrafte Sq, /Sh, und Si^ 
durch die Gleichung 3) bestimmt: 

Stabhraft Sq. Man setzt 

— 4? + 10==0, 8?+10-2g = 0, 

5 
also 5 = + -, ^ = + 15 

und erhalt aus Gleichung 3): 

Stabkraft aSh. 

10-2fc = 0, 8|+10-2fc = 
C = + 5, ? = 

Sii Yq Z*i (Sa^ 
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Siahhraft S^. 

10-2^=0, -4g+10 = 

j = + 5, l = + -fr 

.. _^13_ ^2 i^i ^2 ('S'l) (^4) 

Jede der folgenden Gleichgewichtsbedingungen 4) bis 7) enthalt nur 
zwei unbekannte Stabkrafte. Man kann daher die Geschwindig- 
keiten J und f so wahlen, dafl eine der Unbekannten den Faktor 
null, die andere den Faktor — 1 erhalt, wodurch die Rechnung ver- 
einfacht wird. 

Siahhraft S^. Man setzt in Gleichung 4): 
4? — 2C= — 1 und 3C = 

Oder b = 0» ? = — r 

und erhalt hierdurch: 

und indem man den Wert von 55 aus Gleichung 8) einsetzt: 

Stahlcraft S^r*. Man setzt in Gleichung 4): 

:}C=-1. 4$-2? = 0, 

also L = , 5 = — - 

und erhalt: .»f25 = — ^f — -* " .^5, 

o o o 

daher nach Gleichung 8): 

, _S,, __2X, _Y, _ Z, _X, _ Z^ _'l (SO _(S^ 

** /as — 9 45 9 6 3 9 9 ^'^' 

Stabkrafl. S^-;. Man setzt in Gleichung 5): 

-4? + 2: = -l, 41 = 0. 

also ? = und C=. — ^y 

und erhalt in Verbindung mit den Gleichungen 9) und 13): 
, _Sn Xi 1\ Xj Y2 Z^ Z4 3(5,) (^'4) 
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Stabkraft i^n. Man setzt: 

4? = -l, -4| + 2f = 0, 

also ^ = ~T' ^^~2 

und erhalt aus Gleichung 5) in Verbindung mit den Gleichungen 9) 
und 13): 

^21 






Stabkraft Siq. Man setzt in Gleichung 6): 

-4? + 2f = -l und 4^ = 0. 

also ? = und J = — — 



und erhalt in Verbindung mit Gleichung 11): 

^19 _ -^2 ^'^ ^^2 ^'> (^l) '"^(^4) 
'19 



'' "" ';,« ~ 8 20 4 2 « ■ 4 ^^^^ 



Stabkraft 8^3. Man setzt in Gleichung 6): 

4? = -l und -45 + 2^=0, 

also 5 = :. und t= — 

^4 2 

und erhalt in Verbindung mit Gleichung 11): 

/S'23 __ Xj Yi 3 Zf X5 Zb (Si) 3 {S^) 
''~W~«"20- 4"~4~"2~ 8 - -4 - (19) 

Stabkraft Si^. Man setzt in Gleichung 7): 

4?--2C=-l und 8f = 0, 

also C = und 5 = — 

und erhalt: ^. 

Die GroBe Sn ist durch Gleichung 12) bekannt. Die Grofle Si^ er- 
gibt sich aus dem Wert von 515 (Gleichung 10) nach dem Gesetz der 
Symmetrie: 

_ X12 F12 ^12 (^2) (^4) .^. 

Sie - - U - 730 "" "6 ~ "12 - "6" ' ^^^ 

Demnach ist: 

'^'~"/i9""lO+ 2 ""X + "l2" + "30" + ~G +12+~3"' ^^^^ 
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Staikraft 8^. Man setzt in.Gleichung 7): 

3C = -1 und. 4? + 6f = 0, 
also 

: = - ,i und ? = + -,- 

und erhalt: 

Durch Einsetzen der Werte von ^^ und Sx% aus den 
Gleichungen 12) und 18) ergibt sich: 

^27 



^27= |- =- 3 — -g- — iiZa— 3-^5+ 2 — 3 3- — ^(^4)- (22) 



Die Berechnung der Stablasien (Si), (S^), (/Sg), (84). In den 
vorstehenden Gleichungen sind die zehn Stabkrafte ^5, S^, Sis* S^, 
Siu 'S'la, /S25, 6^21. ^28» ^27 je einmalt die Stabkrafte 8n und iSj9 da- 
gegen jnoeimal als Funktionen der Knotenlasten X, Y, ^ und der 
vier Stablasten (/Si), (iSa), (5^3)1 (S4) dargestellt. Indem man die 
beiden Werte von Sn aus den Gleichungen 14) und 16) und die 
beiden Werte von Siq aus den Gleichungen 18) und 21) einander 
gleichsetzt, ergeben sich zwei Bedingungen, die von den unbekannten 
Stablasten zu erfullen sind: 

-mZ, + Sb(Si) + 20(^S^) + 30(S,) I ^ ^ 

und 

0= 15J?2 + 18F3 + 150Zj + 60Z5-30^ + 10.Yia + 4ri3 ) ,. . 
+ 20 Z,, + 15 (S,) + 10 (S,) + 170 (S^. I ^ ^ 

Hierzu symmetrisch bestehen fur die andere Fachwerkshalfte die 
beiden Bedingungen: 

= 70 X12 + I6 712 + 20 ifi2 + 15Zn+GrH +30 Zn + 30Zio\ .^M 

-60Zs + sb(S,) + 20(^s,) + m(S.,) r ^ 

= 15Xii + 18rii + 150Zi,+G0Z8-30X7 + 10Zi+4ri \ 

+ 20 Zi + 15 (^2) + 10 (fi'i) + 170 (iSa). / 

Um aus diesen vier Bedingungen die unbekannten Stablasten zu 
berechnen, summiert man die Gleichungen 23), 25) und die 
Gleichungen 24), 26), wodurch zwei Gleichungen mit den beiden 
Unbekannten (S^) + (Si) und (/Si) + (5^4) entstehen. Ferner bildet 
man zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten (Si) — (S^) und 
(S3) — (/S'4), indem man Gleichung 25) von Gleichung 23) und 
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Gleichung 26) von Gleichung 24) subtrahiert. Auf diesem Wege 
erhalt man: 



(Si) = j^^ (- 8960 Xi - 2020 i\ - 2280 Z^ - 1600 X, 

- 356 r, - 360Z, - 3910Z.+7820Z4+ 1420-^. 

- 710Xe - 490^7 + 980^+340^9 - 170X,o 
+ 160Xu+260ri, +2280Z,, - 160X,ij+4 T,, 

-fseoZia) 

(Si) = jQ^Q (- 8960 Xn - 20203;, - 2280 Z,, - 1600 X„ 

- 356 r,i — 360 Z, I - 3910 X.o + 7820 Z^ 
+ 1420^8 - 710X7 - 490X«+980Z5+340Z4 

- 170X3 + I6OX2 + 2601; -{-22SOZ3 - 160 X, 
+ 4ri+3()OZ,) 

(Si) = ^^ (- 80 X, - 130 r, - 1140 Z. + 80 X, - 21', 

- 180 Zj + 245 X< - 490 Z^ - UOZi + 80 X« 
+1955X7 — 391 Oifg — 7IOZ9+ H.'foX,, — 800Xu 

- 1102 r„ - 9420 Zn + 800 XV. + 178 I'lj 
+ 180 Z,,) 



(27) 



(28) 



(29) 



(S,) = j^i ^ (- 8OX1, - 130 r„ - 1 140 Z,, + 80X., - 2 r„ 

— 180Z„ + 245 X,o — 490 Ze — 170^, + 80X7 1 (30) 
+ 1955 Xe — 39IOZ5— 710^4 + 355X3 — 800Xj, 
— 1102 F2— 9420 Z,+800Xi+ 178 Ti+lSOZi). 

Indem man diese Werte der Stablasten in die Gleichungen 8) 
bis 22) einsetzt, werden alle Stabkrafte einer Fachwerkshalfte als 
Funktionen der Knotenlasten dargestellt. 

7. Zweites Beispiel. Berechnung der Stabkrafte einer 
Kuppel nach Schwedlerscher Bauart. Das in den Abb. 3 
und 4 im AufriB und im Grundrili dargestelite einfache Raumfachwerk 
hat ewolf Knoten und sechsunddreifiig Stabe; erstere sind mit den 
ZifTern I bis XII, letztere mit den Nummern 1 bis 36 bezeichnet. 
Die sechs Knoten VII bis XII sind durch die zwolf Stiitzstabe 25 
bis 36 mit den festen Punkten A, B, C, D, E, F der Stiitzmauern 
verbunden, also zweifach gestutzt. Die sechs punktierten Stabe, 
welche die festen Stiitzpunkte miteinander verbinden, gehoren nicht 
zum Fachwerk und dienen nur dazu, das Stiitzmauerwerk zu ver- 
steifen. Jeder der zwolf Knoten tragt drei zueinander rechtwinkiig 
gerichtete Lasteii X, Y, Z. Die Last Y ist lotrecht und zeigt nach 
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unten, wenn sie positiv ist. Die beiden Lasten X und Z sind wage- 
recht; JC schneidet die Vertikalachse der Kuppei, und ihr positiver 
Sinn zeigt nach innen. Der positive Sinn von Z zeigt — im Sinne 




Abb. 4. 



von X gesehen — nach rechts. Durch diese Zerlegung der Lasten 
wird erreicht, dafl die sechs Gleichgewichtsgruppen der Knoten I 
bis VI und der Knoten VII bis XII gleiche Gestalt annehmen, so dafl 
die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen fiir die sechs Knoten 
eines Ringes der Form nach iibereinstimmen. 

Die allgemeine Gleichgewichtsbedingung fur einen Knoten des 
oberen Rbtges, z. B. fiir den Knoten L Auf den Knoten I wirken 
die drei Lasten Xj, F^, Zi und die vier Stabkrafte fifj, Sq, &i, Sis. 
Wenn, wie im vorliegenden Falle, die Projektionen der Stablangen 
auf die Richtungen der Lasten X, Y, Z nicht ohne weiteres aus 
der Zeichnung abzulesen sind, so empfiehlt es sich, statt jener 
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Projektionen die Kosinusse der Winkel zu bestimmen, welche von 
den Stabkraften mit den Lastrichtungen gebildet werden. Die 
folgende Tabelle enthalt diese Kosinuswerte: 



-S^i 



s, 



6 



s, 



s. 



8 



2i 



+ 0,50 


+ 0,87 



+ 0.5() 


- 0,87 



— 0,89 

+ 0,45 





+ 0,03 
+ 0,27 
— 0,% 



In betreff der Voreeichen der Kosinuswerte ist daran zu erinnern, 
dafi den unbekannten Stabkraften der positive Sinn von Zugkrdften 
beizulegen ist. Wir erteilen dem Knoten I gleichzeitig drei Ge- 
schwindigkeiten von der Richtung und dem Sinne der Lasten X, 
Y, Z, die in dieser Reihenfolge die GroBen 

100 1 100, 100 : 

haben, und setzen nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindig- 
keiten die Summe der Arbeitsgeschwindigkeiten der sieben Krafte 
gleich null. Hierdurch entsteht die allgemeine Gleichgewichts- 
bedingung des Knotens I : 

o = ioojZi + ioori + ioofz, + 5,(r>o? + 87C) I .,^. 

Von gleicher Form sind die Bedingungen fiir die anderen fiinf 
Knoten II, III, IV, V, VI des oberen Ringes; es andern sich nur 
die Kennziffern der Krafte. Fiir den Knoten II z. B. ergibt sich in 
dieser Weise die allgemeine Gleichgewichtsbedingung: 

= lOOJZg + 100 Tg + lOOfZa + S, (50? + 87 

+ ;Si(50?-87 + ^8(-89? + 4r)) + ;Si3(3| + 27~960. 

Die allgemeine Oleichgewichtshedingung fur einen Knoten des 
mittleren Binges, e, B. fiir den Knoten VIL Auf den Knoten VU 
wirken die drei Lasten X7, Y7, Z^ und die sechs Stabkrafte 81, /Sis, 
^i»» 'S'24, /Sis, Sie- Die Kosinusse der von den Richtungen der Stab- 
krafte mit den Richtungen der Lasten gebildeten Winkel sind in 
der folgenden Tabelle zusammengestellt: 





1 

t 


^18 


5^19 


/S24 


^25 


X, 


+ 0,89 


+ 0,82 


+ 0,50 


+ 0,50 


— 0,71 


Y, 


-0,45 


-0,27 








+ 0,71 


Z, 




1 


+ 0,51 


+ 0.87 


-0,87 






8: 



36 



+ 0,24 
+ 0,29 
— 0,98 
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Werden die Geschwindigkeiten wie im vorhergehenden Falle 
gewahlt, so lautet die allgemeine Gleichgewichtsbedingung des 
Knotens VII: 

= 100? X, + 100 Y74- lOOC^T + -5^7 (891— 45) + S„ (82? - 27 + 51 J) | 

+ S,, (50 1 + 87 + Su (501 - 87 (32) 

+ 525(-7U + 71) + ^36C^4| + 29-93 0. | 

Von derselben Form sind die Bedingungen fiir die iibrigen 

fiinf Knoten VIII, IX, X, XI, XII des Mittelringes. Die allgemeine 

Gleichgewichtsbedingung z. B. fiir den Knoten VIII entsteht aus der 

Gleichung 32), indem man die Kennziffern 

7 13 19 24 25 36 
mit 

8 14 20 19 26 31 
vertauscht. 

Die Auflosung der aUgemeinen Oleichgewichtsbedingungen, In 
dem vorliegenden Beispiel ist es nicht notig, Laststabe einzuiiihren, 
weil man die besonderen Oleichgewichtsbedingungen so ordnen 
kann, daB in jeder nur eine unbekannte Stabkraft vorkommt. Es 
hat dies seinen Grund darin, dafi von den vier Stabkraften S^y S^y 
Sff 8ist die an einem Knoten I des oberen Ringes angreifen, drei, 
namlich /%, S^, 8is in einer Ebene liegen. Wahlt man die Richtung 
der Geschwindigkeit des Knotens I rechtwinklig zu dieser Ebene, 
so verschwinden die Arbeitsgeschwindigkeiten jener drei Krafte und 
die Gleichgewichtsbedingung enthalt dann nur die unbekannte Kraft /Si- 
Darauf lassen sich Bedingungen bilden, die ebenfalls nur eine un- 
bekannte Stabkraft enthalten, und zwar in der Reihenfolge S^, Sf, 
SiBf ^13. 5^19. 5^241 ^25, ^^ae- AUe iibrigen Stabkrafte ergeben sich 
dann nach den Regeln der Symmetric. Die Rechnung nimmt dem- 
nach folgende Form an. 

In Gleichung 31) konnen aus dem angegebenen Grunde gleich- 
zeitig die dm Bedingungen: 

50^-87^ = 0, -89? + 45 = 0, 3J + 27 -96f^0 

erfiillt werden. Sie bestimmen die Komponenten der zur Ebene 6, 
7, 18 rechtwinklig gerichteten Geschwindigkeit: 

100? = + 51, iooj:= + 3o 

und durch Gleichung 31) die Stabkraft 

S, = -X,- 1,98 1\ — 0,o7 Z,. (33) 

Nach den Regeln der Symmetrie folgt hieraus 

5e = - Ze ~ 1,9876 — 0,57 Z^. (34) 

II o h r : Abhaiidl. a. d. Gebiete d. technidcheu Mechanik. 29 
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Um ferner Si^ zu bestimmen, setzt man in Gleichung 31) 

505 + 87 C = 0, —89? + 45 = 

und erhalt 

5 = + 0.51, f = — 0.3(). 

folglich 

S,, = 0,89 (Xc - X,) + 1.76 (Ye - Y,) + 0,51 (^e + ifj. (35) 
In derselben Weise ergibt sich aus der Gleichgewichtsbedingung 
fiir den Knoten II: 

8,, = 0,89 (X, — X.) + 1,76 ( 1\ - r,) + 0,51 (Zi + Z,). (36) 
Man bestimmt endlich die letzte Kraft S^ am Knoten I, indem 
man in Gleichung 31) einsetzt: 

50? + 87C = und 50? — 87^ = 
Oder 

? = und f = 0. 

Daraus folgt: 

5^7 = 0,53 (Xi - A'e) - 1,16 1\ - 1.0616 - 0,31 (Z, + Z^). (37) 
Aus Gleichung 32) kann zunachst die Stabkraft Si^ berechnet werden, 
weil Si und Si^ aus den Gleichungen 37) und 36) bekannt sind, und 
alle anderen Stabkrafte Sq^, iS^s, S^^ in einer Ebene liegen. Infolge- 
dessen konnen gleichzeitig die drei Bedingungen erfiillt werden: 

505 — 87f = 0, —715 + 71 = 0, 245 + 29 — 93 J: = 0. 
Diese Bedingungen ergeben: 

5zz:l, C=0,57 

und in Verbindung mit den Gleichungen 32), 36) und 37): 

S'l9 = — 0,98 Xi— 0,97 Fi -0.29-^1 + 0,75X2 + 1.48 Fa — 043^2 \.^ 
+ 0,23 Xe + 0.47 Y, + 0.14 Ze-X.-^Y,- 0.57 Z,. | ^^^^ 

Hierzu symmetrisch ist: 

5'24= - 0.98Xe-0,97re — 0,29^6+0.75Xi+l,48ri-0,43^i| 

+ 0,23 X5 + 0,47 Y, + 0,14-25 - Xia — F12 — 0.57^13. | ^^^^ 
Die Berechnung der beiden letzten Stabkrafte S2b und Ssa am 
Knoten VII bedarf hiernach keiner weiteren Erlauterung. 

8. Die Auflosung der Gleichgewichtsbedingungen bei 
unregelmafliger Form des Fachwerks. In den vorstehenden 
Beispielen nimmt die Auflosung der Gleichgewichtsbedingungen eine 
sehr einfache Form an, weil infolge der regelmafiigen Gestalt des 
Fachwerks einige Glieder jener Gleichungen verschwinden. Wenn 
die s nicht der Fall ist, so hat die allgemeine Gleichgewichtsbedingung 
eines Knotens die vollstandige Form: 



I 
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A bezeichnet die Summe der bekannten Glieder der Gleichung; 
die Bedeutung der ubrigen Zeichen wurde im Abschnitt 6 erklart. 
Zur Berechnung der drei Unbekannten ^i, s^ und s^ setzt man im 
ersten Falle: 

im zweiten Falle: 

^i? + J/i^? + '2'i^ = und a:8? + y87 + ^3f = 
und im driUen Falle: 

Die in Gleichung 40) einzusetzenden Werte von J, 17 und ^ sind 
demnach im ersten Falle: 

^ = yi^H — ^%y^f ^ = ^2^3 — •ra'2'3» ^ = ^2 2/3— yaJ^a, (41) 
ferner im zweiten Falle: 

? = 2/i'2'» — -s'l 2/31 n = ^\ '^8 — '^1 '2'3» I = 'Ci 2/3 — 2/1 ^1*3 (42) 
und endlich im dritten Falle: 

? = 2/i-8'a— -8'i?/2» ^ = ^iir2 — ^i^2» s = ^'iJ/a — 2/i'iV (43) 
Selbstverstandlich sind diese Formeln auch gliltig in den ein- 
facheren Fallen, die in den obigen Beispielen vorlagen. Die Auf 
losung der Gleichgewichtsbedingungen ist hierdurch zurilckgeiiihrt 
auf das Einsetzen der gegebenen Strecken x, y, 2* in die vier 
Gleichungen 40) bis 43). 

9. Die Bestimmung der Stablasten auf kinematischem 
Wege. Das im folgenden zu beschreibende Verfahren moge an dem 
ersten Beispiel, der Zimmermannschen Kuppel (Abb. i und 2), erklart 
werden. Man schneide aus dem Laststabe 1 ein Stiick heraus und 
ersetze dasselbe durch die beiden Stablasten (Si) von unbekannter 
Grofle im Sinne von Zugkraften. Hierdurch wird das Fachwerk in 
ein zwangldufiges Getriehe verwandelt, auf das aufier den Lasten X, Y", Z 
eines jeden Knotens nur noch die zwei Stablasten (S'l) einwirken. 
Wir erinnern daran, daB die positive Last Y lotrecht ist, wahrend 
die wagerechten Lasten X und Z parallel zur Langsachse und zur 
Querachse der Kuppel gerichtet sind und nach innen zeigen, wenn 
sie das positive Vorzeichen tragen. Wir erteilen dem Getriebe eine 
unendlich kleine Bewegung und bezeichnen z. B. fiir den Knoten II 
mit ^2, ij^i, ^2 seine Geschwindigkeitskomponenten in den Richtungen 
und dem positiven Sinne seiner Lasten X^, F^, Z^- Ferner sei ay 
die Dehnungsgeschwindigkeit der Stabstrecke I II des durchschnittenen 
Stabes. Die Dehnungsgeschwindigkeiten aller anderen Stabstrecken 

29* 



452 

sind gleich null. Die Arbeitsgeschwindigkeit der samtlichen Knoten- 
lasten wird durch die Summe 2 (£X+ iy F+ ^Z) angegeben, wahrend 
die Arbeitsgeschwindigkeit der beiden Stablasten die algebraische 
GroBe — Ci (Si) hat. Nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindig- 
keiten ist die algebraische Summe dieser Arbeitsgeschwindigkeiten 
gleich null und folglich 



(S,) = ^-^^-^±^1 



Zur Bestimmung der Geschwindigkeiten J, iy, ^, oi ist das gi'aphische 
Verfahren nicht geeignet, weil es wenig iibersichtlich und nicht 
genau genug ist. Daher verdient auch hier die Rechhung den 
Vorzug, Man vergleiche die Abschnitte 4 und 6 der Abhandlung XI. 
Die vorli^ende Aufgabe enthalt (3 A — 1) unbekannte GrdBen, 
namlich fiir jeden der k Knoten die drei Geschwindigkeiten $, ^, ^ 
mit Ausnahme von einert die nach Belieben gewahlt werden kann. 
Wir zahlen die Dehnungsgeschwindigkeit Oi nicht zu den Un- 
bekannten, weil sie unmittelbar durch die Geschwindigkeiten der 
Knoten I und II bestimmt wird: 

Ci = — ll — ?2 . (45) 

Zur Berechnung der (3 i — 1) Unbekannten laflt sich eine ebenso 
grofle Anzahl von linearen Gleichungen bilden, indem man fiir 
jeden der (3 i — 1) starren Stabe, die das Fachwerk aufier dem 
durchschnittenen Stabe enthalt, die Schubgeschwindigleit zweimal 
aus den Geschwindigkeiten der beiden Endpunkte des Stabes be- 
stimmt. Die Schubgeschwindigkeit eines starren Stabes bildet die 
Projektion der Geschwindigkeit irgend eines Punktes des Stabes 
oder die Projektionssumme seiner Geschwindigkeitskomponenten 
auf die Stabrichtung. Wir wahlen als Beispiel den Stab 15, dessen 
Lange Z15 durch die beiden Knoten I und VII begrenzt wird, und 
bestimmen seine Schubgeschwindigkeit im Sinne der StrecTce VII L 
Da die Strecke VII I in bezug auf die Richtungen der Geschwindig- 
keiten ^7, $1^, ^7 die Projektionen +4™, — 10™, +6™ hat, so ist 
die Projektionssumme der Geschwindigkeiten ^7, 177, ^7 in bezug auf 
die Richtung und den Sinn der Strecke VIII gleich 

-/-(4$7-10?7 + 6t^). 

Ferner hat die Strecke VIII in bezug auf die Richtungen der Ge- 
schwindigkeiten 5i, fii, Ji des Knotens I die Projektionen + 4™, — 10", 



453 

— 6*°, und daher ist die Schubgeschwindigkeit des Stabes 15 im 
Sinne der Strecke VII I auch gleich 

Zwischen den Geschwindigkeiten der Knoten VII und I, die 
durch den starren Stab 15 miteinander verbunden sind, besteht 
demnach die Bedingung: 

4?7 - 101^7 + 6^7 =4?i - lOfi, - 6?i. 

Eine Bedingung von dieser Art ergibt sich fiir jeden der 
35 starren Stabe des Getriebes. 

Die Schubgeschwindigkeit eines jeden der mit den Nummem 21 
bis 36 bezeichneten StiUastBhc ist gleich null, weil ein Endpunkt 
eines jeden Stiitzstabes ruht Daher sind die i6 Geschwindigkeiten 

^3» &» 74» l4f ^5i hf %f Sei ^7. f?! %» ?8» ^9» ?9» ^lOi &0 glcich null, 
und die acht zweifach gestutzten Knoten UI, IV, V, VI, VII, VIII, 
IX, X haben in dieser Reihenfolge nur die Geschwindigkeiten I3, 
C*? Sot ?6» ?7» &» £9 und lio. Fiir diese acht Grofien ergeben sich 
durch die Schubgeschwindigkeiten der Stabe 17, 19, 20, 18 die vier 
Bedingungen 

4?, = -2?,. 4$« = -2u 4h = -2^, 4?i,=-2£;, 

Oder ^ = — 2h. (46) 

£■» = — 2 ?„ (47) 

& = — 2^7. (48) 

&» = — 2|,o. (49) 

Vermittels der vier Groflen |s, Jg, Jii lio konnen ferner die 
Geschwindigkeiten der iibrigen Knoten I, II, III, IV ausgedriickt 
werden, da fiir jeden dieser vier Knoten die Schubgeschwindigkeiten 
von drei anschliefienden Staben durch jene vier GroSen bestimmt 
werden. Wir bestimmen zunachst die Geschwindigkeiten des Knotens I 
aus den Schubgeschwindigkeiten der Stabe 5, 7 und 15: 

2&-10i/,=2J, = -4|,. 
4|i-10i/i-6ri = 45T. 
Diese Bedingungen ergeben: 

5. = y (7 5, - h) (M) 

^j = -■- (?:. — h)- (•>-') 
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In gleicher Weise lassen sich die Geschwindigkeiten des Knotens XII 
aus den Schubgeschwindigkeiten der Stabe 6, 8 und 16 bestimmen; 
einfacher ergeben sie sich nach den Regeln der Symmetric aus den 
Gleichungen 50) bis 52): 

?i2 = yG?io — $0 (53) 

2 

^12 = Y7^ (4 lio - S«) (54) 

2 

^t« ^= "tj (?io — Jg)- (55) 

Wir bestimmen femer die Geschwindigkeiten des Knotens II aus 
den Schubgeschwindigkeiten der Stabe 9, 11 und 13: 

-10iya+ 2fc2 = 2^:> = — 4?6. 
4?2-10i?2 = 45«. 

- 8?,-10iy., + 2f2 = 2C, = -4?3, 
also: 

h = Y (^3 — ^e)' (^^^ 

V2 = r,- (?s — 3 ?«), (57) 

& = ?3 — 556. (58) 

und folgern aus der Symmetric: 

In = 2 ^'» ~ ^^^' ^^^^ 

Til = ^- (5io — 3 It). (60) 

£ii = lio — y 5j. (61) 

Endlich liefern die Schubgeschwindigkeiten der Stabe 2, 3 und 4 
die Bedingungen: 

lii=— ?ii. (62) 

Ci — — fell. (63) 

fcj = — &» (64) 

Oder nach den Gleichungen 59), oS), 52), Gl), 58) und 5:''): 

0= 2?e+ 3|7 — n?io. (63) 

= 2?:, —17?,+ 3?io, (66) 

= 3?, -17i-« + 2?,o. (67) 

Wir wahlen jetzt eine der Geschwindigkeiten nach Belieben, z. B. 

?,„ = — 170, 
und zwar so, dafi auch die ubrigen Geschwindigkeiten durch ganze 
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Zahlen ausgedriickt werden konnen. Die letzten drei Gleichungen 
ergeben dann: 

^3 = — 3910, ^-6 = — 710. h = — 490. 

Indem man diese Werte in die Gleichungen 46) bis 61) ein- 
setzt, erhalt man die in der folgenden Tabelle zusammengestellten 
GroBen der Geschwindigkeiten. 



II 



III 



IV 



VI 



VII 



VIII 



IX 



XI 



XII 



{ - 8960 - 1600 
J7 -2020 - 356 
C I-2280J- 360 



-3W0' I -710 

I 

I I 

-+-782o! + U20' 



-490 I -170 H- 160 
; I I l-H 260 
-+- 980 1 + 340 i + 2280 



160 

4 

3G() 



Urn die Stablast (/Si) zu bestimmen, sind die vorstehenden Werte, 
sowie nach Gleichung 45) der Wert der Dehnungsgeschwindigkeit 

(Ti = - 5i — 5^ = +8960 + 1600 = 4- 10560 

in Gleichung 44) einzusetzen. Es ergibt sich hierdurch die auf 
einem anderen Wege abgeleitete Gleichung 27): 



(68) 



10560 ^~ ^^^ ■^' ~ '^^ ^'^ ~ ''"^ Z, — 1600 Z, 
—356 r, - 3602", - 3910Xj + 7820^; + 1420Zj 
— 7 lOZe — 490X7 + 980^ -}- 34OZ9 — 170X„ 
+ 160 Xu + 260 r„ + 2280 Z^ — 160 Z„ 
+ 4 1'l, + 360 Zu). 

Das im Vorstehenden fiir den Stab 1 beschriebene Verfahren ist 
fur den Stab 3 zu wiederholen. Hierbei bleiben die Gleichungen 46) 
bis 64) unverandert, mit Ausnahme der Gleichung 63), welche fort- 
fallt, weil der Stab 3 zu durchschneiden ist. Diese Gleichung ist 
zu ersetzen durch die Bedingung fiir den starren Stab 1: 

ii = - h- («») 

Aus den Gleichungen 62), 64), 69) in Verbindung mit den 
Gleichungen 59), 53), 58), 55), 50) und 56) folgen die beiden 
Gleichungen 65) und 67): 

0= 2?e + 3|7-17?,o 

= 3|,-17?e + 2?,o 

und die neue Bedingung 

= -17|, + 3|6 + 2|t- 00) 



45() 



Wir wahlen wieder eine dieser Geschwindigkeiten willkiirlich, z. B. 

?6 = + 85 
und erhalten aus den letzten drei Gleichungen: 

?8 = + 245, ?7 = + 1955, ?io = + 355. 

Durch Einsetzen dieser vier Werte in die Gleichungen 46) bis 61) er- 
geben sich die in der folgenden Tabelle zusammengestellten Ge- 
schwindigkeiten : 



1 


I 


II 


III 


IV 


V 


VI 


VII 


vm 


IX 


X 


1 

XI XII 


1 

1 


- 80 4- 80 ' -+- 245 


0. -h8:> 


+ 1955 





-f-355 


- 800 +8(X) 


.? , - 130 - 2 




















- 1102 1 + 178 


C - 1140 - 180 

, 1 





-490-170 


; -3910 

1 1 


-710 





-9420 -hl80 




In der 


Gleic 


hung 


(S, 


) ^ 








(71) 



bezeichnen J, ^, f die in der vorstehenden Tabelle verzeichneten 
Geschwindigkeiten und Cs die Dehnungsgeschwindigkeit der Stab- 
strecke I XI des durchschnittenen Stabes 3, welche durch die Ge- 
schwindigkeiten der Knoten I und XI bestimmt wird: 

0-3 = - ?i - ?n = + 1140 + 9420 = + 10560. (72) 

Demnach ist wie in Gleichung 29): 
1 



(S:d = 



10560 



(- 80 Zi — 130 Yi — 1140 Z, + 80Zj - 2Y^ 

— 180 Zg + 245 Z3 — 490^4 — 1*^0^5 -f 85 Xg 
+ 1955 Z7 — 3910^8 — 710^9 + 355 Xio 

— 800 Zu — n02Fn — 9420 Zn + 800 Z^a 

+ 1787,2 + 180Z,2). 



(73) 



Die Ausdriicke fiir die Stablasten (S2) und (S4) konnen, wie 
im Abschnitt 6 beschrieben wurde, aus den Gleichungen 68) und 73) 
nach den Regeln der Symmetrie gebildet werden. 

Das im Vorstehenden beschriebene Verfahren kann in gleicher 
Weise auch fiir die Berechnung der ubrigen Stabkrafte benutzt 
werden. Es ist jedoch in jedem Falle zu iiberlegen, ob dieser Weg 
einfacher ist, als die im Abschnitt 6 beschriebene Anwendung der 
Gleichgewichtsbedingungen fiir die Knoten des Fachwerks. 

ID. Die Berechnung der Formanderung eines ein- 
fachen Raumfachwerks. Wir nehmen an, daB die festen Punkte 
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der Stiitzstabe ihre Lage nicht verandern und dafi die Langen- 
anderungen di, (^21 ^3 • - • aUer Stablangen li,l^,li... gegeben sind. 
Durch die Langenanderungen der Stiitzstabe kann eine gegebene 
Lagenanderung der gestiitzten Knoten in Rechnung gestellt werden. 
Die Aufgabe besteht also darin, die Verschiebungen I, 17, f eines 
jeden Knotens in der BieJUung und dem Sinne der Achsen Xj y^ b 
eines festen Koordinatensystems zu berechnen. Wenn die Dauer der 
Bewegung als Zeiteinheit gewahit wird, so konnen $, ^^ ^ auch als 
die Oeschimndigkeiten der Knoten bezeichnet werden; denn letztere 
unterscheiden sich von den Verschiebungen nur durch die MaS- 
einheit. Wir erklaren auch diese Rechnung an dem in Abb. i und 2 
dargestellten Beispiel. Der a;-Achse geben wir Richtung und 
Sinn der Stabstrecke 1 11, der ^-Achse Richtung und Sinn der Stab- 
strecke XI 1; die y-Achse ist lotrecht und zeigt nach oben. 

Die Beziehung ewischen den GeschudndigJceiien der beiden End- 
punJUe eines dehnbaren Stabes. Einem jeden Stabe, z. B. dem 
Stabe 16, geben wir den Sinn von dem Knoten mit der niedrigeren 
Nummer VI nach dem Knoten mit der hoheren Nummer XII und 
bezeichnen also VI als den Anfavgspunkt und XII als den .E^punkt 
der Stabstrecke VI XII, die vor der Bewegung die Lange Zie und 
nach der Bewegung die Lange li^ -[" ^le l^^^* Bezeichnen Xie = — 4 m, 
yi6 =*-|- 10 m, je^ie == — 6 m die Projektionen der Stabstrecke VI XII 
auf die Koordinatenachsen vor der Bewegung, so hat die Schub- 
geschwindigkeit des dehnbaren Stabes 16 im AnfangspufMe VI die 
Grofie 

T- (^16 ?6 + J/16 ^6 + ^16 &j) = 7- (— 4 ?6 + 10^6 —6 &) (74) 

fcl6 &16 

und im Endpunkte XII 

T- (a?16 5l2 + yiC Vl^ + ^16 ?ia) = ;- (- 4 ?18 + 10 ^12 — 6 fij)- (75) 

Die Schubgeschwindigkeit des JS^ndpunktes setzt sich algebraisch zu- 
sammen aus der Schubgeschwindigkeit des Af^angspunktes und der 
Dehnungsgeschwindigkeit die der Stabstrecke. Zwischen den Ge- 
schwindigkeiten der beiden Knoten VI und XII, die durch den 
Stab 16 verbunden sind, besteht daher die Bedingung: 

Indem fiir jeden der 3 h Stabe des Fachwerks diese Bedingung ge- 
bildet wird, entstehen 3 h Gleichungen zur Bestimmung der 3 k Ge- 
schwindigkeiten oder Verschiebungen der k Knoten. 
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Die Auflosung dcr Gleichungen. Der Rechnungsgang bei Auf- 
t6sung dieser Gleichungen ist ganz ahnlich dem im Abschnitt 6 be- 
schriebenen Rechnungsgange zur Bestimmung d<er Stabkrafte; daher 
werden die folgenden Angaben geniigen. Man zerlegt die Ge- 
schwindigkeiten in jswei Gruppen und wahlt die Jci Geschwindig- 
keiten der ersten Gruppe in moglichst geringer Anzahl so aus, daB 
bei geeigneter Reihenfolge die Geschwindigkeiteneinesjeden Knatens 
durch je drei Bedingungen als Funktionen der Geschwindigkeiten 
der ersten Gruppe dargestellt werden konnen. Hierzu sind (3i — ij) 
Gleichungen erforderlich. Es bleiben also ij Gleichungen iibrig zur 
Bestimmung der ki Geschwindigkeiten der ersten Gruppe. Eine 
einfache Ueberlegung laflt erkennen, daB im vorliegenden Betspiel 
nur /ncei Geschwindigkeiten, z. B. Jg und g^ in die ersie Gruppe zu 
stellen sind. Mit Benutzung dieser beiden GroBen bestinnnt man: 

Die Geschwindigkeiten des durch die Bedingungen 

Knotens iiir die Stabe 

III 25, 29 

VI 27, 35 

IV 17, 21, 31 

V 19, 23, 33 

11 9, 11, 13 

I 1, 5, 7 

Vn 15, 28, 36 

Vin 20, 24, 34 

XI 3, 10, 12 

Xn 2, 4, 16 

IX 8, 22, 32 

X 6, 26, 30. 

Die Bedingungen fiir die beiden Stabe 14 und 18 bleiben iibrig, 
um die beiden Geschwindigkeiten der ersten Gruppe ^3 und ^^ ^^ 
bestimmen, deren Werte darauf in die anderen Gleichungen ein- 
zusetzen sind. 

II. Literarische Notizen. Der lubalt der vorstehenden 
Abhandlung wurde entnommen den Beitrdgen zur Theoi'ie des 
Baumfachwerks, Zentralblatt der Bauverwaltuog 1902, S. 205 und 634. 

Mit der Berechnung einfacher Raumfachwerke beschaftigten sich: 

Schwedlef', Zeitschrift fiir Bauwesen 1866. 

Henneberg, Die StaUh starrer Systeme, Darmstadt 1886. 

Hdckei'y Zeitschrift fiir Bauwesen 1888; Zeitschrift des Archi- 
tekten- und Ingenieur-Vereins zu Hannover i88& und 189D. 
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Foppl, Schweizerische Bauzeitung 1888 und 1891; Zivil- 
ingenieur 1891; Das Fachwerh im Raume, Leipzig 1892; Oraphische 
Statikj Leipzig 1900; Zentralblatt der Bauverwaltung 1901. 

W, Bitter, Das Fachwerh, Zurich 1890. 

Mulle7''Breslau , Zentralblatt der Bauverwaltung 1891, 1892, 
1902. Die in diesen Schriften erhobenen Prioritatsanspruche 
wurden gewiirdigt im Zentralblatt der Bauverwaltung 1902, S. 634 
und 1903, S. 237, 377, 402, 641. 

Diefe, Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 1893. 

Landsberg, Zentralblatt der Bauverwaltung I898 und 1903. 

Zimmermann, Ueber BaumfachwerJce, Berlin 1901. 

Mehrtens, Vorlesungen iiber Statik der Bauhmstrukticmen, Bd. I, 
Leipzig 1903. 

Weitere Angaben finden sich bei Henneberg, Enzyklopadie der 
mathematischen Wissenschaften, IV, 5: Die graphische Statik der 
stairen Koiper. 
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